
Архiмедова сила уяви: як античний генiй
зважував свiт i обчислював нескiнченнiсть.

***

Як казав Архiмед по п’ятницях — дайте менi склянку вiскаря, i я тут
усе переверну!!!

1.1 Математична спадщина Архiмеда Сiракузського.

Рис. 1. Профiль Архiмеда на ме-
далi Фiлдса.

Мiжнародний математичний союз за-
снував визначну нагороду – медаль
Фiлдса, яка раз на чотири роки вру-
чається одному або кiльком (до ше-
сти) математикам, якi отримали ва-
гомi здобутки у своїй науковiй галу-
зi. Ця нагорода становить найвищу
почесть, якої може досягти матема-
тик, оскiльки для цiєї науки Нобелiв-
ської премiї не передбачено. На ме-
далi вибитий рядок римського поета
Марка Манiлiя, який обрамляє рельє-
фний портрет Архiмеда: Transire suum
pectus mundoque potiri, що у перекла-
дi звучить як «Перевершити людську
природу i пiдкорити Всесвiт» (рис. 1).
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Роботи Архiмеда (287—212 рр. до н.е.) стосувалися майже всiх галузей
математики того часу: йому належать дослiдження з геометрiї, арифме-
тики, алгебри. Вiн знайшов усi напiвправильнi многогранники, якi тепер
носять його iм’я, значно розвинув вчення про конiчнi перерiзи, дав гео-
метричний спосiб розв’язання кубiчних рiвнянь виду x2(a±x) = b, коренi
яких вiн знаходив за допомогою перетину параболи та гiперболи. Архi-
мед також провiв повне дослiдження цих кривих, тобто знайшов, за яких
умов вони матимуть дiйснi додатнi рiзнi коренi та за яких коренi будуть
спiвпадати (аналогiчно як у моделi на рис. 2 нижче).

Рис. 2. Геометричний спосiб розв’язання кубiчних рiвнянь.

Однак головнi математичнi досягнення Архiмеда стосуються проблем,
якi нинi вiдносять до галузi математичного аналiзу. Греки до Архiмеда
зумiли визначити площi багатокутникiв i круга, об’єм призми, цилiндра,
пiрамiди та конуса. Але тiльки Архiмед знайшов набагато бiльш загаль-
ний метод обчислення площ або об’ємiв: для цього вiн удосконалив i вiр-
туозно застосовував метод вичерпування Евдокса Книдського. У своїй
роботi «Послання до Ератоcфена про метод» (iнодi називається «Метод
механiчних теорем») вiн використовував нескiнченно малi для обчислен-
ня об’ємiв. Згодом iдеї Архiмеда лягли в основу iнтегрального числення.

У трактатi «Квадратура параболи» Архiмед довiв, що площа сегмента
параболи, який вiдтинається вiд неї прямою, становить 4

3 вiд площi три-
кутника, вписаного в цей сегмент (див. рис. 30-35 у "Сила математичного
аналiзу"). Для доведення Архiмед пiдрахував суму нескiнченного ряду:

∞∑
n=0

1

4n
= 1 +

1

41
+

1

42
+

1

43
+ · · · = 4

3
(1)

Кожний доданок ряду — це площа трикутникiв, вписаних у неохоплену
попереднiми членами ряду частину сегмента параболи.

Iсторичне вiдео: Архiмед. Давньогрецький математик (7 хвилин укра-
їнською): youtube.com/watch?v=NMOY4W_3TMs
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Рис. 3. «Цицерон знаходить могилу Архiме-
да». Бенджамiн Вест, 1804 рiк.

Як вiдомо, в матема-
тицi, природничих науках
i технiцi дуже важливо
вмiти знаходити найбiль-
шi та найменшi значен-
ня змiнних величин — їхнi
екстремуми.

Наприклад, як серед
цилiндрiв, вписаних у ку-
лю, знайти цилiндр, що
має найбiльший об’єм?

Усi такi задачi нинi
можуть бути розв’язанi
за допомогою диферен-
цiального числення. Ар-
хiмед першим побачив
зв’язок цих задач iз проблемами визначення дотичних i показав, як
розв’язувати задачi на екстремуми.

Також вiн зумiв встановити, що об’єми конуса та кулi, вписаних у ци-
лiндр, i самого цилiндра спiввiдносяться як 1 : 2 : 3. Найкращим своїм
досягненням вiн, за Цицероном, вважав визначення поверхнi та об’єму
кулi — задачу, яку до нього нiхто не мiг розв’язати. Архiмед навiть про-
сив вибити на своїй могилi кулю, вписану в цилiндр (на рис. 3 наведено
картину «Цицерон знаходить могилу Архiмеда» пензля Б. Веста).

Окрiм перелiченого, вчений обчислив площу поверхнi для сегмента
кулi та витка вiдкритої ним «спiралi Архiмеда», визначив об’єми сегментiв
кулi, елiпсоїда, параболоїда i двопорожнистого гiперболоїда обертання.

Наступна концептуальна задача, розв’язана вченим, стосується геоме-
трiї кривих. Нехай дана деяка крива лiнiя. Як визначити дотичну до неї
в будь-якiй точцi? Або, якщо перекласти цю проблему на мову фiзики,
нехай нам вiдомий шлях деякого тiла в кожен момент часу. Як визначити
його швидкiсть у будь-якiй точцi? Перший загальний метод розв’язання
цiєї задачi був знайдений Архiмедом i згодом був покладений в основу
диференцiального числення.

Величезне значення для розвитку математики мало обчислене Архiме-
дом вiдношення довжини кола до дiаметра. У роботi «Про вимiрювання
кола» Архiмед дав своє знамените наближення для числа π: «архiмедо-
ве число» 22

7 . Бiльше того, вiн зумiв оцiнити точнiсть цього наближення:
223
71 < π < 22

7 . Для доведення вiн побудував для кола вписаний i описаний
96-кутники та обчислив довжини їхнiх сторiн. Вiн також довiв, що площа
круга дорiвнює πr2, тобто r

2 , помноженому на довжину кола (2πr), яка
обмежує цей круг.
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Серед iнших досягнень – однойменна теорема, лема та аксiома:

Рис. 4. Ортoцeнтр.

Рис. 5. Лема Архiмеда.

Рис. 6. Аксiома Архiмеда.

• Теорема Архiмеда:
«Усi 3 висоти трикутника
перетинаються в однiй то-
чцi», яка тепер називається
ортоцентром. Це поняття
вперше в грецькiй матема-
тицi використано в «Книзi
лем», хоча явного доведе-
ння iснування ортоцентра
Архiмед не навiв. Тим не
менш, до середини XIX сто-
лiття ортоцентр часто нази-
вали архiмедовою точкою
(рис. 4).

• Лема Архiмеда:
Якщо коло α торкається
хорди MN кола β в точцi
B, а кола β торкається в то-
чцi A, тодi AB є бiсектри-
сою кута MAN (рис. 5).

• Аксiома Архiмеда:
У роботi «Про кулю та ци-
лiндр» Архiмед постулює,
що будь-яка величина при
її додаваннi до себе доста-
тню кiлькiсть разiв переви-
щить будь-яку задану вели-
чину. Тобто, якщо є двi ве-
личини, a i b, i a менша за b,
то, взявши a доданком до-
статню кiлькiсть разiв, мо-
жна перевершити b (рис. 6):

a+ a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸
n

> b (2)
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Цiкаве вiдео: Формула, яку ви знали, але не розумiли (16 хвилин):
https://www.youtube.com/watch?v=ezHDaQYClp8

Архiмед був людиною з широкими зв’язками як у полiтичних, так i в
наукових колах. Джерела, що дiйшли до нас, пiдтверджують, що вчений
вiв жваве листування з Ератосфеном Кiренським, який згадується в кни-
гах з iсторiї науки як людина, що першою вимiряла радiус Землi (причому
вимiрювання вiн виконав iз надзвичайною точнiстю). I з ним, i з iншими
вченими свого часу Архiмед часто обмiнювався листами. Його збереженi
трактати починаються з особистого листа, що становить водночас перед-
мову до самої наукової працi. Вiдомо також про тiснi зв’язки Архiмеда з
Гiєроном II, царем Сiракуз i, крiм того, його родичем. Це Гiєрон II спо-
нукав Архiмеда до побудови багатьох механiзмiв, переважна бiльшiсть
з яких були вiйськовими машинами. Якраз завдяки його дружбi з ца-
рем вiдомi деякi деталi бiографiї вченого. Наприклад, ми знаємо зi слiв
Архiмеда про те, що його батько Фiдiй був астрономом, i це, ймовiрно,
вплинуло на його освiту.

Рис. 7. «Архiмед керує обороною Сiракуз». Томас
Ральф Спенс, 1895 рiк.

Iсторичний мо-
мент, на який
припало життя
сiракузського му-
дреця, був не-
простим: йдеться
про епоху Пунi-
чних воєн. Сi-
ракузи займали
стратегiчне ста-
новище мiж рим-
лянами i кар-
фагенянами, що
стало актуаль-
ним, коли мiж
цими двома мо-
гутнiми держа-
вами спалахну-
ла вiйна. Епоха,
в якiй випало жити вченому, справила вплив на коло його наукових i те-
хнiчних пошукiв. Безсумнiвно, розповiдь про оборону Сiракуз не може
обiйтися без опису внеску в неї Архiмеда. На рис. 7 наведено полотно
пензля Т. Р. Спенса «Архiмед керує обороною Сiракуз».

Саме завдяки цьому внеску його часто уявляють як великого iнже-
нера, який настiльки успiшно побудував захист мiста, що завдяки його
винаходам Сiракузи два роки витримували римську облогу!
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1.2 Дайте менi точку опори, i я переверну Землю!
У VIII книзi «Математичного зiбрання» Папп Александрiйський роз-

повiдає про Архiмеда та його генiальнi роздуми про важiль. За словами
автора, великий сиракузький вчений одного разу проголосив знамените
речення: «Дайте менi точку опори, i я переверну Землю!». На рис. 8 нижче
можна бачити гравюру, що демонструє крилатий вислiв.

Рис. 8. «Архiмед перевертає Землю»,
гравюра 1824 року.

Цей афоризм пiдкреслює
могутнiсть механiки, але да-
вайте розберемося, наскiльки
реалiстичним є таке твердже-
ння. Уявiмо, що для нашого гi-
потетичного експерименту ми
використовуємо важiль першо-
го роду (з опорою посереди-
нi). Землю моделюємо як ма-
терiальну точку, розташовану
всього в 1 м вiд точки опори.

Важливе зауваження: на-
справдi Земля не має ваги в
звичному розумiннi, оскiльки
вiльно рухається в космiчному
просторi, не спираючись на iн-
шi тiла. Однак для iлюстрацiї принципу припустимо, що ми встановили
наш «суперважiль» на якiйсь «суперпланетi», яка слугує опорою. Таким
чином, вага Землi врiвноважується зусиллям на iншому кiнцi важеля.

Питання: на якiй вiдстанi вiд опори повинен стояти Архiмед, щоб,
прикладаючи зусилля, скажiмо, в 60 кг, зрушити Землю?

Маса Землi M ≈ 6×1024 кг. Зусилля Архiмеда FA = 60 кг (в одиницях
сили, еквiвалентно 60 × g, де g — прискорення вiльного падiння, але в
пропорцiї коефiцiєнт g скоротиться).

За законом важеля моменти сил рiвнi:

FZ · lZ = FA · lA, (3)

де:

• FZ = M · g — вага Землi,

• lZ = 1 м — плече для Землi,

• FA = 60 · g — зусилля Архiмеда,

• lA — плече для Архiмеда (шукана вiдстань).
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Пiдставляємо i спрощуємо (g скорочується):

(M · g) · 1 = (60 · g) · lA =⇒ lA =
M

60
=

6× 1024

60
= 1023 м. (4)

Ця вiдстань — 1023 метрiв! Щоб усвiдомити масштаб, переведемо в
свiтловi роки. Свiтловий рiк (позначається як ly вiд англ. light-year) – це
астрономiчна одиниця довжини, що використовується для вимiрювання
вiдстаней у космосi. Вона визначається як вiдстань, яку проходить свiтло
(або будь-яке електромагнiтне випромiнювання) у вакуумi за один юлi-
анський рiк зi швидкiстю свiтла у вакуумi. Це не одиниця часу, а саме
вiдстанi, а юлiанський рiк передбачає часовий iнтервал для розрахунку.

Швидкiсть свiтла у вакуумi: c = 299 792 458 м/с.
Юлiанський рiк — 365,25 сонячних дiб (це середнє значення з ураху-

ванням високосних рокiв) або в секундах:

T = 365,25× 24× 3600 = 31 557 600 с. (5)

Пiдсумок:

1 ly = c× T = 299 792 458 м/с × 31 557 600 с = 9460 730 472 580 000 м. (6)

Округлюючи до 11 знака, 1 ly = 9,46073047258× 1015 м. Тодi довжина
важеля:

lA (ly) =
1023

9,46073047258× 1015
≈ 1,057× 107 ly ≈ 1,06× 107 ly. (7)

Це понад 10,5 млн свiтлових рокiв! Для порiвняння, вiдстань до най-
ближчої великої галактики Андромеди — 2,5 мiльйона свiтлових рокiв (на
рис. 9 нижче вона на фото в ультрафiолетових променях).

Рис. 9. Галактика Андромеди в ультрафiолетових променях.
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Для оцiнки радiуса i дiаметра Всесвiту вiзьмемо його вiк — близько
13 700 мiльйонiв рокiв (1,37×1010 рокiв). У спрощенiй моделi (без розши-
рення) радiус Всесвiту приблизно дорiвнює цьому значенню в свiтлових
роках, а дiаметр

D = 2× 1,37× 1010 = 2,74× 1010 ly = 27 400 млн ly. (8)

Кiлькiсть важелiв, якi вкладуться в дiаметр Всесвiту

N =
2,74× 1010

1,06× 107
≈ 2,59× 103 = 2590. (9)

З урахуванням космологiчного розширення реальний дiаметр спосте-
режуваного Всесвiту сягає 93 мiльярди свiтлових рокiв (9,3× 1010 ly), що
потребує приблизно 8800 важелiв (як видно з табл.1).

Табл. 1. Важiль Архiмеда у порiвняннi.

Масштаб Значення Порiвняння
Довжина важеля 1,06× 107 ly 1 важiль
Дiаметр Чумацького Шляху ≈ 3× 105 ly 0,03 важеля
Вiдстань до Андромеди 2,5× 106 ly 0,24 важеля
Дiаметр Всесвiту 2,74× 1010 ly 2590 важелiв
Дiаметр (з розширенням) 9,3× 1010 ly 8800 важелiв

Переворот Землi Архiмед, безумовно, розумiв метафорично: важiль
дозволяє керувати гiгантськими силами за допомогою малих зусиль, i йо-
го крилатий вислiв — дещо поетична iлюстрацiя цього принципу механiки
(рис. 10).

Рис. 10. Дайте менi точку опори, i я переверну Землю!
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1.3 Скiльки потрiбно пiщинок, щоб заповнити Все-
свiт?

Книга «Обчислення пiщинок» (грецькою — «Псаммiт») є науково-
популярною роботою Архiмеда, на рис. 11 наведено її сучасну версiю.

Рис. 11. Сучасна книга
«Sand-Reckoner of Archi-
medes».

У трактатi вчений ставить питання,
скiлькома пiщинками можна було б за-
повнити Сиракузи — чи нескiнченна їхня
кiлькiсть? I вiдповiдає, що скiнченна. По-
тiм вiн обчислює, скiльки пiщинок вмiсти-
ла б Сицилiя, скiльки знадобилося б для
наповнення всiх гiр Землi... I так аж до
числа пiщинок, необхiдних для заповнен-
ня Всесвiту.

Тому ясно, що кiлькiсть пi-
щинок, рiвна за розмiром сфе-
рi нерухомих зiрок, наявнiсть
якої припускає Аристарх, мен-
ша, нiж 1000 мiрiад «во-
сьмих» чисел.

Запропонована Архiмедом у «Обчи-
сленнi пiщинок» числова система вiдома
як система октад, i свого часу вона ма-
ла великий потенцiал, хоча й залишилася
невiдомою для бiльшостi математикiв. До
епохи Архiмеда використовувалися термi-
ни одиниця, десяток, сотня, тисяча i мiрiада (10 000). Вiн же запропонував
пiти далi мiрiади. Взявши цi 5 чисел i їхнi добутки, вiн розбив їх на вiсiм
розрядiв, як показано в табл. 2.

Табл. 2. Система числення Архiмеда.

Архiмед Математичний запис Назва
Одиниця 1 = 100 Один
Десяток 10 = 101 Десять
Сотня 100 = 102 Сто
Тисяча 1000 = 103 Тисяча
Мiрiада 10 000 = 104 Десять тисяч
Десяток мiрiад 10 · 10 000 = 105 Сто тисяч
Сотня мiрiад 100 · 10 000 = 106 Мiльйон
Тисяча мiрiад 1000 · 10 000 = 107 Десять мiльйонiв
Мiрiада мiрiад 10 000 · 10 000 = 108 Сто мiльйонiв
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Таким чином, вiн отримав систему, основою якої є 108 — число, що
iменується октадою. Кожного разу при перевищеннi вiдповiдного розряду
число переходить у наступний, з назвами, наведеними в табл. 3 нижче.

Табл. 3. Розряди чисел у системi Архiмеда.

Дiапазон Назва i перше число розряду
Вiд 1 до 108 − 1 «Першi числа», перше число цього розряду — 1
Вiд 108 до 1016 − 1 «Другi числа», перше число розряду — 108

Вiд 1016 до 1024 − 1 «Третi числа», перше число розряду — 1016

i так далi...

Архiмед назвав числа до 108 «першими числами», а 108 назвав «оди-
ницею других чисел». Множення цiєї одиницi на числа до мiрiади мiрiад
породжують «другi числа» аж до

108 · 108 = 1016.

Число 1016 стало «одиницею третiх чисел», яка таким же чином по-
роджувала третi числа. Продовжуючи аналогiчнi мiркування, Архiмед
дiйшов до мiрiадо-мiрiадних чисел, тобто до

(108)(10
8) = 108·10

8

.

Рис. 12. Великi числа.

Пiсля цього Архiмед на-
звав усi наведенi числа
«числами першого перiо-
ду», а останнє 108·10

8

—
«одиницею другого перiо-
ду». Пiсля цього вiн по-
будував числа другого пе-
рiоду, множачи цю одини-
цю на числа першого пе-
рiоду. Продовжуючи таким
чином побудову, Архiмед
прийшов до чисел мiрiадо-
мiрiадного перiоду. Най-
бiльшим числом, названим
Архiмедом, стало (

(108)(10
8)
)(108)

= 108·10
16

або ж одиниця з 80 трильйонами нулiв!
На рис. 12 вище наведено для порiвняння великi числа, включно з

мiрiадою, яку вдало використав Архiмед (iншi - придуманi пiзнiше).

10



Для пiдрахунку пiщинок на основi цiєї системи, Архiмед зробив при-
пущення, що Всесвiт сферичний (укладений у «сферу вiддалених зiрок»),
i вiдношення дiаметра Всесвiту до дiаметра орбiти Землi навколо Сонця
дорiвнює вiдношенню дiаметра орбiти Землi навколо Сонця до дiаметра
Землi. Для обчислення верхньої межi розмiру Всесвiту Архiмед спецiаль-
но завищував свої оцiнки. Вiн припустив, що довжина земного екватору
не бiльше 300 мiрiад стадiїв (близько 500 000 км), хоча вiн i вказує, що
деякi вченi отримали результат у 30 мiрiад стадiїв. Також Архiмед припу-
стив, що Мiсяць не бiльший за Землю, а Сонце не бiльше, нiж у тридцять
разiв бiльше Мiсяця, причому вiн вказує, що Евдокс Kнiдський i Фiдiй
(при деяких прочитаннях — батько Архiмеда) наводили оцiнку в 9 i 12
разiв вiдповiдно (насправдi дiаметр Сонця в 109 разiв бiльший за дiаметр
Землi i в 400 разiв бiльший за дiаметр Мiсяця). На рис. 13 нижче показана
модель планетарiю Архiмеда, створеного для вiдображення його моделi
устрою Всесвiту.

Рис. 13. Планетарiй Архiмеда.

Для вимiрю-
вання кутового
дiаметра Сонця
(тобто кута, який
займає Сонце на
колi небесної сфе-
ри) Архiмед про-
водив експери-
мент, що вико-
нувався на свi-
танку, коли свi-
тло достатньо слаб-
ке, щоб можна
було дивитися пря-
мо на Сонце. Для
цього вiн при-
крiплював до кiн-
ця лiнiйки неве-
ликий цилiндр
i вiддаляв йо-
го так, щоб вiн
якраз затуляв со-
бою Сонце. При
розрахунках Ар-
хiмед врахову-
вав розмiр зiни-
цi i робив спецiальнi вимiрювання для того, щоб знайти його.
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У результатi вимiрювань було отримано, що кутовий дiаметр Сонця
бiльший за 1

200 частину прямого кута. З цього вимiрювання Архiмед по-
казує, що дiаметр Сонця бiльший за сторону вписаного в небесну сферу
тисячокутника. При цьому вiн вперше в iсторiї розглядає паралакс, за-
уважуючи рiзницю мiж спостереженнями сходу Сонця з центру Землi i з
її поверхнi.

На основi отриманих даних Архiмед пiдрахував, що дiаметр Всесвiту
не бiльше 1014 стадiїв (близько двох свiтлових рокiв). Також вiн припу-
стив, що в об’ємi макового зернятка помiщається не бiльше мiрiади пi-
щинок, а дiаметр макового зернятка не менше сорокової частини дюйма.
Зрештою Архiмед показав, що Всесвiт може мiстити в собi не бiльше 1063

пiщинок. Для порiвняння — сучасна оцiнка числа елементарних частинок
у вiдомiй нам частинi Всесвiту становить вiд 1079 до 1081, що за порядком
величини якраз вiдповiдає числу елементарних частинок у 1063 пiщинках
масою 1 мiкрограм!

Говорячи про великi числа вiд античностi до сучасностi, потрiбно зга-
дати принаймнi тi, що вказанi на рис. 12 вище. Цiкаво, що факторiал гуго-
ла бiльший за гуголплекс: 10100! = 109,9565705518×10101 . Якщо надрукувати
гуголплекс у книгах, кожна з яких мiститиме мiльйон знакiв (400 сторi-
нок, 50 рядкiв на сторiнцi, 50 знакiв у рядку), то знадобиться 10(10

100−6)

таких книг. Якщо кожна книга важитиме навiть 100 грамiв, то їхня за-
гальна маса становитиме 10(10

100−7) кiлограмiв. Для порiвняння, маса
Землi становить 5,972·1024 кiлограмiв, а маса Чумацького Шляху — 6·1042
кiлограмiв.

1.4 Золота корона, закон Архiмеда, клепсидра та айс-
берг.

Тиран Сиракуз Гiєрон, отримавши вiд ювелiра золоту корону, запiдо-
зрив його у пiдмiшуваннi срiбла.

Рис. 14. Порiвняння об’єму
корони та золотого зливка.

Тому звернувся за допомогою до Архi-
меда, який, саме дослiджуючи це завдан-
ня, вивiв принцип виштовхувальної сили:
на тiло, занурене в рiдину, дiє виштовху-
вальна сила FA, що дорiвнює вазi витiсне-
ної рiдини: FA = ρ·g·V , де V — об’єм зану-
реної частини, ρ — густина рiдини, g ≈ 9,8
м/с².

Взявши для порiвняння об’ємiв срi-
бний та золотий зливки по 1000 грамiв
(густина срiбла ρс = 10,5 г/см³, золота
ρз = 19,3 г/см³), отримаємо (рис. 14):
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Vс =
mс

dс
=

1000

10,5
≈ 95,2 см3, (10)

Vз =
mз

dз
=

1000

19,3
≈ 51,8 см3. (11)

Припустимо, корона — 70% золота (700 г) i 30% срiбла (300 г):

Vк =
700

19,3
+

300

10,5
≈ 36,3 + 28,6 = 64,9 см3. (12)

Тодi 51,8 < 64,9 < 95,2, що доводить домiшку. Рiзниця iз золотом
∆V ≈ 13,1 см³.

У цилiндричнiй ємностi дiаметром, скажiмо, 20 см (площа S = π·102 ≈
314 см²) пiдйом висоти h = V/S:

для золота h =
51,8

314
≈ 0,165 см, (13)

для корони h =
64,9

314
≈ 0,207 мм, (14)

рiзниця ∆h = 0,042 см. (15)

0,42 мм – занадто мало для точного вимiрювання в такiй ємностi.
Альтернатива: клепсидра (водяний годинник), де рiзниця порядку 10 см³
вимiрюється легше i точнiше.

Рис. 15. Водянi годинники давнини.

Для чого винайшли клепсидри – водянi годинники? Сонячнi годинни-
ки не могли вимiрювати час у темрявi, а потрiбнi були такi механiзми, якi
вiдображали б хiд часу i вдень, i вночi. I ще вони мали вiдмiряти рiвнi
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вiдрiзки часу в рiвних кiлькостях. Водянi годинники могли це виконувати
на вiдмiну вiд сонячних.

Найдавнiшi єгипетськi водянi годинники датуються близько 1500 р. до
н. е. (на рис. 15 лiворуч). Згiдно з розкопками, вiдомо також, що давнi
греки вже з 325 р. до н. е. застосовували схожi пристрої. Вони назвали
такi годинники «клепсидрами». Це перекладається як «водянi крадiї» (вiд
дав.-гр. «красти, приховувати» + «вода»).

Найпростiшi зразки грецьких клепсидр, ймовiрно, авторства Ктесiбiя
Олександрiйського (на рис. 15 праворуч) – це посудини або ємностi з
отвором майже бiля самого дна. Верхня посудина знаходиться пiд нахи-
лом, i з неї капає вода в iншу ємнiсть. У нижнiй чашi були позначки на
внутрiшнiй сторонi, якi позначали години.

Також є припущення, що Архiмед для знаходження домiшки срiбла
використовував важiль i терези. Зливок i корона по 1000 грам урiвнова-
женi в повiтрi. Тодi у водi:

F ′
з = mg − Vзρвg = 1000g

(
1− ρв

ρз

)
, (16)

F ′
к = mg − Vкρвg = 1000g

(
1− ρв

ρк

)
, (17)

де ρв ≈ 1 г/см³, ρк = 0,7ρз + 0,3ρс ≈ 14,59 г/см³.

Рис. 16. Метод зважування.

Пiдставляючи значення: ρз = 19,3 г/см³ (золото), ρс = 10,5 г/см³
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(срiбло):

ρк = 0,7× 19,3 + 0,3× 10,5 = 13,51 + 3,15 = 16,66 г/см³

Тодi:

F ′
з = 1000g

(
1− 1

19,3

)
≈ 1000g × 0,948 = 948g, (18)

F ′
к = 1000g

(
1− 1

16,66

)
≈ 1000g × 0,940 = 940g. (19)

F ′
к < F ′

з, терези нахиляться до зливка, виявляючи домiшку. Метод
простий i точний.

Цiкаво, що, знаючи закон Архiмеда, можна обчислити пiдводну части-
ну айсберга. Для плаваючого тiла:

ρльодуV g = ρводиVпiдg, (20)

звiдки частка пiдводної частини:
Vпiд

V
=

ρльоду

ρводи
=

0,92

1,025
≈ 0,90. (21)

Таким чином, близько 90% об’єму айсберга приховано пiд водою —
саме тому зiткнення з ним було таким фатальним для «Титанiка», чия
команда бачила лише оманливо малу верхiвку крижаного гiганта!

Рис. 17. Айсберг.
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1.5 Невсiс i трисекцiя кута методом Архiмеда.
Невсiс, що можна перекласти з давньогрецької як «нахил» – це технi-

ка геометричних побудов. Вона полягає в тому, щоб побудувати вiдрiзок
певної довжини мiж двома кривими так, що вiн (або його продовження)
пройде через задану точку. Йдеться про ручну побудову: на лiнiйцi по-
значаються двi крайнi точки вiдрiзка, а потiм лiнiйка зсувається, поки
данi точки не ляжуть на вiдповiднi кривi. Можна сказати, що це такий
геометричний «рахунок на пальцях».

Пiд впливом платонiвського iдеалiзму, який пронизував грецьку мате-
матику за часiв Архiмеда, усi математичнi доведення дiлилися вiдповiдно
до певної iєрархiї, що вiдображала їхню красу та вишуканiсть. Якщо по-
будову можна було виконати за допомогою лiнiйки та циркуля, треба було
користуватися тiльки ними. Якщо нi, то задача «спускалася» на рiвень
нижче, скажiмо, до конiчних перерiзiв. Невсiс можна було застосовувати
лише в тих випадках, коли iнший розв’язок був неможливий.

Трисекцiя кута за допомогою невсiсу.

1. Маємо кут α = ̸ POM
(рис. 18). Необхiдно побуду-
вати кут β, величина якого
втричi менша за даний: α =
3β.

2. Побудуємо коло довiльного
радiуса a з центром у точцi O.
Нехай сторони кута перетина-
ються з колом у точках P i M .
Продовжимо сторону OM ви-
хiдного кута.

3. Узявши лiнiйку невсiсу, вiд-
клавши на нiй a, i використо-
вуючи пряму OM як напрям-
ну, точку P як полюс, а пiвко-
ло як цiльову лiнiю, будуємо
вiдрiзок AB. Отримаємо кут
̸ PAM , рiвний однiй третинi
вихiдного кута α.

Рис. 18. Метод невсiсу для трисе-
кцiї кута.

Рис. 19. Трисекцiя кута (доведен-
ня).

4. Розглянемо трикутник ABO (рис. 19). Оскiльки AB = BO = a, то
трикутник рiвнобедрений, i кути при його основi рiвнi: ̸ BAO =
̸ BOA = β.
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5. Кут ̸ PBO як зовнiшнiй кут трикутника ABO дорiвнює 2β.

6. Трикутник BPO також рiвнобедрений, кути при його основi до-
рiвнюють 2β, а кут при вершинi γ = 180◦ − 4β. З iншого боку,
γ = 180◦ − β−α. Отже, 180◦ − 4β = 180◦ − β−α, а значить, α = 3β.

1.6 Сила математичного аналiзу: число π, метод ви-
черпування та нескiнченнiсть.

Першим провiсником обчислення нескiнченно малих величин можна
назвати питання досягнення границi подiлу та нескiнченностi, описанi
у вiдомих апорiях Зенона Елейського (490-430 до н.е.). Розглянута ним
процедура дихотомiї – послiдовного подiлу навпiл – була розширена Ар-
хiмедом i застосована у трактатах «Про квадратуру параболи» та «Про
вимiрювання кола». В останньому стверджується:

Кожне коло дорiвнює прямокутному трикутнику, один iз ка-
тетiв якого дорiвнює радiусу кола, а iнший – довжинi кола.

Мається на увазi рiвнiсть їхнiх площ

Sтрикутника =
основа · висота

2
=

2πr · r
2

= πr2,

як на рис. 20 нижче:

Рис. 20. Площа кола дорiвнює трикутнику, висота якого — радiус, а осно-
ва — довжина кола.

Як Архiмед дiйшов до цього? Все завдяки силi матаналiзу. Здавна лю-
ди помiчали, що всi кола, по сутi, являють собою одну й ту саму фiгуру,
тiльки рiзних розмiрiв – бiльше або менше. Було зрозумiло, що пропорцiї
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в них однаковi, тобто спiввiдношення мiж довжиною кола та її дiаме-
тром є величиною сталою. А значить, якщо роздiлити довжину кола на
її дiаметр, ми завжди отримаємо одне й те саме число, певну сталу π.

Але що це за число i як його знайти? Ускладнює завдання те, що
кола круглi. Якби вони складалися з прямих лiнiй, нiяких проблем не
було б. Знайти площi трикутникiв, квадратiв i п’ятикутникiв легко. Але
криволiнiйнi фiгури, такi як кола, набагато складнiшi.

Ключ до знаходження площi криволiнiйних фiгур — уявити, що во-
ни складаються з багатьох маленьких прямих шматочкiв. Це не зовсiм
правда, але це працює за умови, що ви доводите це до границi й уяв-
ляєте нескiнченно багато шматочкiв, кожен з яких нескiнченно малий.

Це ключова iдея, що лежить в
основi всього математичного аналi-
зу!

Ось один iз способiв використа-
ти цю iдею для знаходження площi
кола. Почнемо з подiлу площi на
чотири рiвнi чвертi й переставимо
їх наступним чином (рис. 21).

Дивна зубчаста фiгура внизу
має ту саму площу, що й коло, хо-
ча це може здатися малоiнформа-
тивним, оскiльки ми не знаємо й її
площi. Але, принаймнi, ми знаємо
два важливих факти про неї. По-
перше, двi дуги вздовж її основи
мають загальну довжину πr, рiвно
половину довжини кола вихiдного
круга (тому що iнша половина кола
враховується двома дугами звер-
ху). По-друге, прямi сторони секто-
рiв мають довжину r, оскiльки ко-
жна з них спочатку була радiусом
кола.

Аналогiчно повторимо процес
подiлу на вiсiм секторiв (рис. 22).

Зубчаста фiгура тепер виглядає
звичнiше. Дуги зверху й знизу не
так сильно вираженi, лiва й пра-
ва сторони зубчастої фiгури менше
нахиленi. Незважаючи на цi змiни,
два факти, згаданi для чотирьох се-
кторiв, як i ранiше справедливi: ду-

Рис. 21. Коло, подiлене на 4 секто-
ри й перебудоване в зубчасту фiгу-
ру.

Рис. 22. Коло, подiлене на 8 секто-
рiв i перебудоване в зубчасту фiгу-
ру.
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ги внизу все ще мають сумарну довжину πr, i кожна сторона все ще має
довжину r. I, звичайно, зубчаста фiгура все ще має ту саму площу, що
й ранiше — площу шуканого кола — оскiльки це просто перестановка
восьми секторiв кола.

Рис. 23. Коло, подiлене на 16 секто-
рiв i перебудоване у фiгуру, близь-
ку до прямокутника.

Рис. 24. Гранична фiгура — прямо-
кутник iз шириною πr i висотою r.

У мiру того як ми беремо все
бiльше й бiльше секторiв, вiдбуває-
ться щось дивовижне: зубчаста фi-
гура наближається до прямокутни-
ка. Дуги стають бiльш плоскими, а
сторони стають майже вертикаль-
ними (рис. 23).

У границi нескiнченно великої
кiлькостi секторiв фiгура стає пря-
мокутником (рис. 24). Як i ранiше,
два факти все також справедливi:
цей прямокутник має основу шири-
ною πr i бiчну сторону висотою r.

Завдання стало простiшим: пло-
ща прямокутника дорiвнює його
ширинi, помноженiй на висоту, то-
му множення πr на r дає площу πr2

для прямокутника. А оскiльки пе-
ребудована фiгура завжди має ту
саму площу, що й коло, це i є вiд-
повiдь для кола!

Тепер, якщо спiввiднести площу
прямокутника i площу трикутника
з висотою, рiвною бiчнiй сторонi r,
стане очевидним, що довжина осно-
ви буде вдвiчi бiльшою, тобто 2πr!

Рис. 25. Багатокутна апроксимацiя
кола.

В оригiналi Архiмед почав з
апроксимацiї кола багатокутником
з кiлькiстю сторiн набагато бiльше
чотирьох (рис. 25).

Потiм вiн розрiзав багатокутник
на трикутники i «розгорнув його»
вздовж периметра в зубчасту лiнiю
з клинiв. Ця розгортка не змiни-
ла загальну площу, тому «паркан»
з трикутникiв має ту саму площу,
що й вихiдний багатокутник (рис. 26
нижче).
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Рис. 26. Розгортка багатокутника.

Рис. 27. Зсув трикутника залишає
площу незмiнною.

Потiм Архiмед нагадав, що пло-
ща трикутника дорiвнює половинi
його основи, помноженiй на висо-
ту: це означає, що якщо застосувати
зсув до трикутника, площа залиши-
ться незмiнною, оскiльки нi основа,
нi висота не змiнюються в ходi цiєї
процедури (рис. 27).

I так Архiмед зсував усi трику-
тники вздовж зубчастої лiнiї влiво,
поки всi їхнi вершини не збiглися на
перпендикулярi до крайнього лiвого
ребра (рис. 28).

Рис. 28. Зсув зубчастої лiнiї утворює прямокутний трикутник.

Таким чином, для кожного правильного n-кутника Архiмед змiг зна-
йти точний прямокутний трикутник, який має ту саму площу i висота
якого дорiвнює радiусу багатокутника, а основа — периметру. Потiм Ар-
хiмед дуже ретельно довiв, що коли кiлькiсть сторiн багатокутника пря-
мує до нескiнченностi, рiзниця його площi й площi кола прямує до нуля,
i рiзниця його катета-основи та довжини кола також прямує до нуля. От-
же, коло повинно мати ту саму площу, що й прямокутний трикутник з
катетами, що дорiвнюють довжинi кола та радiусi!

Аналогiчну стратегiю дихотомiї Архiмед використовував для набли-
женого обчислення числа π. Вiн замiнював коло багатокутником, а по-
тiм продовжував подвоювати число сторiн, щоб наблизитися до iдеальної
округлостi. Але замiсть того, щоб задовольнитися наближенням невизна-
ченої точностi, вiн методично обмежував π, помiщаючи коло мiж вписани-

20



ми та описаними багатокутниками для фiгур, починаючи з 6 i закiнчуючи
96 сторонами (рис. 29).

Рис. 29. Вписанi та описанi багатокутники з 6, 12, 24, 48 i 96 сторонами.

Потiм вiн обчислював периметри й площi цих внутрiшнiх i зовнiшнiх
багатокутникiв, починаючи з шестикутника й послiдовно просуваючись
до 12, 24, 48 i, зрештою, 96 сторiн.

Результати для 96-кутникiв дозволили йому довести, що

3 +
10

71
< π < 3 +

1

7
, (22)

а це вiдповiдає дуже хорошому наближенню π = 22
7 .

У табл. 4 нижче наведенi значення, що обмежують число π знизу й
зверху, знайденi Архiмедом за допомогою багатокутникiв з кiлькiстю сто-
рiн, що послiдовно зростає.

Табл. 4. Наближення числа π.

Сторони (n) Вписаний n-кутник Описаний n-кутник
6 3.0 3.464
12 3.1058 3.2154
24 3.1326 3.1597
48 3.1394 3.1461
96 3.1410 3.1427

Цей пiдхiд вiдомий як «метод вичерпування» через те, як вiн обмежує
невiдоме число π мiж двома вiдомими числами, якi «стискають» його з
обох бокiв. Межi звужуються з кожним подвоєнням, тим самим вичерпу-
ючи простiр для маневру для π.
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У границi нескiнченно великої кiлькостi сторiн як верхня, так i нижня
межi збiгалися б до π. На жаль, ця границя не так проста, як попере-
дня, де зубчаста фiгура перетворилася на прямокутник. Таким чином,
π залишається таким же невловимим, як i ранiше. Ми можемо виявити
все бiльше й бiльше його цифр — поточний рекорд становить понад 2,7
трильйона десяткових знакiв — але ми нiколи не дiзнаємося його повнi-
стю!

Згiдно з iще одним цiкавим мiркуванням, яке можна знайти в трактатi
«Про вимiрювання кола», площа вписаного в квадрат кола вiдноситься
до площi цього квадрата як 11

14 .
Площа кола:

Sкола = πr2

Площа квадрата:
Sквадрата = (2r)2 = 4r2

Спiввiдношення, якi їх пов’язують:

Sкола

Sквадрата
=

πr2

4r2
=

π

4

Те, що з’ясував Архiмед:

Sкола

Sквадрата
=

11

14

Звiдси:
π

4
≈ 11

14
⇒ π ≈ 3,14

Квадратура параболи.

Рис. 30. Параболiчна область i найбiльший вписаний у неї трикутник.
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В iншому трактатi – «Про квадратуру параболи» Архiмед знайшов
площу, обмежену сегментом параболи й прямою лiнiєю (рис. 30):

«Площа поверхнi, обмеженої параболою i прямою, що її перетинає,
на 1/3 бiльша за площу трикутника з основою, рiвною вiдрiзку даної
прямої, i висотою, рiвною параболi».

Спочатку описавши, як знайти найбiльший вписаний трикутник (ви-
користовуючи обчислення дотичних лiнiй до параболи), Архiмед вiдзна-
чає, що цей трикутник дiлить область, що залишилася, на двi новi па-
раболiчнi областi. I вiн може заповнити їх найбiльшими трикутниками
теж!

Цi два трикутники потiм дiлять область параболи, що залишилася,
на чотири новi параболiчнi областi, кожна з яких має свiй найбiльший
трикутник, i так далi (рис. 31).

Рис. 31. Нескiнченне наближення Архiмеда для параболiчного сегмента.

Архiмед доводить, що в границi, якщо виконати це нескiнченну кiль-
кiсть разiв, трикутники повнiстю заповнюють параболiчний сегмент, не
залишаючи жодної площi. Таким чином, залишається тiльки скласти пло-
щi цих нескiнченно багатьох трикутникiв. I тут вiн виявляє цiкаву зако-
номiрнiсть: загальна площа трикутникiв на кожному етапi становить 1

4
загальної площi трикутникiв на попередньому етапi.

Якщо Ak — площа на k-му етапi, Архiмед стверджує, що Ak = 1
4Ak−1.

Таким чином

A0, A1 =
1

4
A0, A2 =

1

42
A0, A3 =

1

43
A0, . . .

I загальна площа є нескiнченною сумою

A0 +A1 +A2 +A3 + · · · = A0

(
1 +

1

4
+

1

42
+

1

43
+ · · ·

)
Тепер Архiмеду залишається тiльки знайти суму цього ряду. Для нас,

сучасних людей, це не проблема: ми одразу впiзнаємо в цьому геометри-
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чну прогресiю

1 +
1

4
+

1

42
+

1

43
+ · · · = 1

1− 1
4

=
4

3

Але чому вона називається геометричною? Можливо, частково тому,
що Архiмед був першою людиною, яка знайшла суму такого ряду, зро-
бивши це повнiстю геометрично. Iгноруючи провiдний множник A0, ми
можемо iнтерпретувати всi дроби як пропорцiї площi квадрата. Перший
член каже нам взяти чверть квадрата, наступний член каже взяти ще
чверть вiд чвертi, i так далi. Повторюючи цей процес нескiнченно, Архi-
мед у пiдсумку отримує фiгуру, де видiленi квадрати на дiагоналi пред-
ставляють завершену нескiнченну суму (рис. 32, 33 i 34).

Рис. 32. A1 = 1
4 . Рис. 33. A2 = 1

4 + 1
16 . Рис. 34. Ak = 1

4Ak−1.

Потiм вiн вiдзначає, що це точно одна третина площi квадрата, який
їх обмежує, оскiльки двi додатковi iдентичнi копiї цiєї послiдовностi пов-
нiстю заповнюють його (просто зсуньте нашi квадрати влiво або вниз).
Таким чином, ця нескiнченна сума точно дорiвнює 1

3 , i тому загальна
площа дорiвнює A0 плюс це, або A0 · 4

3 (рис. 35).

Рис. 35. Площа параболи – сума жовтих областей квадратiв.

Вiдео з майже Архiмедiвським доведенням сум геометричної прогресiї
(7 хвилин): https://www.youtube.com/watch?v=JteQEN1XPyc
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Рис. 36. Архiмедовi тiла.
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1.7 Тривимiрнi архiмедовi тiла та архiмедовi графи.
Архiмедовi тiла (рис. 36) – це 13 опуклих багатогранникiв, якi здебiль-

шого виходять з Платонових тiл «зрiзанням кутiв», тобто мають як гранi
два або бiльше типiв правильних багатокутникiв, що примикають до iден-
тичних вершин. Тут «iдентичнi вершини» означають, що для будь-яких
двох вершин iснує iзометрiя всього тiла, яка переводить одну вершину в
iншу.

Архiмедовi тiла названi на честь Архiмеда, який обговорював їх у нинi
втраченiй працi. Папп посилається на цю роботу i стверджує, що Архi-
мед перелiчив 13 багатогранникiв. За часiв Вiдродження художники та
математики цiнували чистi форми i перевiдкрили їх усi. Цi дослiджен-
ня були майже повнiстю завершенi близько 1620 року Iоганном Кепле-
ром, який визначив поняття призм, антипризм i неопуклих тiл, вiдомих
як тiла Кеплера-Пуансо. (Про них i про Платоновi тiла-багатогранники
ми говорили ранiше в «П’яти постулатах геометрiї Всесвiту Евклiда»:
https://www.doi.org/10.5281/zenodo.17286062)

Подовжений квадратний гiробiкупол (псевдоромбокубооктаедр).

Кеплер, можливо, знайшов також подовжений квадратний гiробiку-
пол (псевдоромбокубооктаедр) – принаймнi, вiн стверджував, що iснує 14
архiмедових тiл. Однак його опублiкованi перелiки включають лише 13
однорiдних багатогранникiв.

Цiкаво, що iон полiванадату [V18O42]
12− має псевдоромбокубооктае-

дральну структуру, в якiй кожна квадратна грань дiє як основа пiрамiди
VO5 (рис. 37).

Рис. 37. Молекула полiванадату.

У теорiї графiв архiмедiв граф (рис. 38) – це граф, який утворює ске-
лет одного з архiмедових тiл. Отже, iснує 13 архiмедових графiв, i всi во-
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ни є регулярними, полiедральними (а отже, також 3-вершинно зв’язними
планарними) та гамiльтоновими (мають шлях, який проходить через ко-
жну вершину даного графа рiвно один раз).

Рис. 38. Архiмедовi графи.
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Перше чiтке твердження про iснування псевдоромбокубооктаедра бу-
ло зроблено в 1905 роцi Дунканом Соммервiлем. Ґрунтуючись на iсну-
ваннi псевдоромбокубооктаедра, Грюнбаум запропонував термiнологiчну
вiдмiннiсть, в якiй архiмедове тiло визначається як таке, що має одну й
ту саму вершинну фiгуру в кожнiй вершинi (включаючи подовжений ква-
дратний гiробiкупол), тодi як однорiдний багатогранник визначається як
тiло, у якого будь-яка вершина симетрична будь-якiй iншiй (що виключає
гiробiкупол).

Подовжений квадратний гiробiкупол або псевдоромбокубооктаедр (або
подовжений чотирисхилий повернутий бiкупол) – тiло, яке зазвичай не
вважається архiмедовим тiлом, хоча його гранi є правильними багатоку-
тниками i багатокутники навколо кожної вершини тi самi, але, на вiдмiну
вiд 13 архiмедових тiл, багатогранник не має глобальної симетрiї, яка пе-
реводить будь-яку вершину в будь-яку iншу (хоча Грюнбаум пропонував
додати багатогранник до традицiйного списку архiмедових тiл як 14-те
тiло).

1.8 Куля, вписана в цилiндр, i Делоська задача про
подвоєння куба.

Спiввiдношення об’ємiв цилiндра та вписаної в нього кулi дорiвнює 3
2 .

Спiввiдношення площ поверхнi цилiндра та вписаної в нього кулi також
дорiвнює 3

2 :
Це твердження 34 трактату «Про кулю i цилiндр», що мiстить резуль-

тат, яким найбiльше пишався Архiмед (рис. 39):
Vцилiндра

Vкулi
=

3

2
,

Sцилiндра

Sкулi
=

3

2

Рис. 39. Куля i цилiндр.

Вiн змiг знайти абсолютно точне
спiввiдношення мiж об’ємами кулi та
цилiндра, в який вона вписана. Йде-
ться про випадок, коли дiаметр ку-
лi дорiвнює як дiаметру основи цилiн-
дра, так i його висотi. Об’єм цилiндра
виходить у пiвтора рази ( 32 ) бiльше
об’єму кулi. Таке ж спiввiдношення i у
площ їхнiх поверхонь. Як ми вже гово-
рили, Архiмед навiть заповiв висiкти
зображення кулi, вписаної в цилiндр,
на своєму надгробному пам’ятнику за-
мiсть епiтафiї. У I столiттi до н. е. Цi-
церону, за його словами, вдалося по-
бачити цей надгробок. До нашого часу вiн, на жаль, не зберiгся.
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На рис. 40 на однiй сторонi терезiв знаходиться прямий круговий ци-
лiндр, а на iншiй сторонi — прямий круговий конус i пiвсфера.

Рис. 40. Урiвноваження цилiндра, пiвсфери та конуса.

Справа в тому, що якщо ми проведемо площину, паралельну основам
фiгур, площа кола, яке утворюється в перерiзi цилiндра, дорiвнює сумi
площ кiл, якi утворюються в перерiзi даного конуса i сфери. Неважко (у
наш час!) перевiрити прямим обчисленням, що рiвнiсть площ буде спра-
ведлива для будь-якого положення сiчної площини.

Делоська задача

У V столiттi до н. е. Афiни спустошила епiдемiя чуми, однiєю з жертв
якої став знаменитий Перiкл (495–429 рр. до н. е.), афiнський полiтичний
дiяч, якому вдалося зiбрати в Афiнах багато талановитих людей з усiх
кiнцiв грецького свiту. Тодi група афiнян вирiшила йти до оракула Апол-
лона в Дельфах, щоб дiзнатися, як можна зупинити чуму. За переказами,
отримана вiдповiдь була такою: треба зробити новий кубiчний вiвтар за-
мiсть старого так, щоб за об’ємом вiн був рiвно вдвiчi бiльше (рис. 41).

В цiй легендi – в одному з двох її варiантiв – ставиться знаменита
задача подвоєння куба, вiдома як «Делоська задача»: як побудувати куб
об’ємом удвiчi бiльше заданого, використовуючи тiльки лiнiйку i циркуль.

Рис. 41. Подвоєння куба.
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З книги Архiмеда «Про кулю i цилiндр» зрозумiло: вiн цiлком усвi-
домлював, що для подвоєння куба неможливо йти простим iнтуїтивним
шляхом – просто подвоїти його ребро. Адже якщо ребро куба l1 = a, його
об’єм становитиме V1 = a3; подвоївши ребро l2 = 2a, ми отримаємо об’єм
нового куба V2 = (2a)3 = 8a3, а це означає, що V2 = 8V1. Об’єм куба не
подвоївся, а збiшився у вiсiм разiв.

Сьогоднi ми знаємо, що розв’язати «Делоську задачу» за допомогою
виключно лiнiйки i циркуля неможливо, тому що її розв’язок є iррацiо-
нальним числом. Так, щоб подвоїти куб з ребром a, ребро нового куба
має дорiвнювати

lнове = a
3
√
2

1.9 Стомахiон, спiралi, арбелос i салiнон.
У математицi спiраль — це крива, яка виходить з точки i вiддаляється

Рис. 42. Виробничий нiж у формi
спiралi Архiмеда.

вiд неї в мiру обертання навколо цiєї
точки. Спiраль є пiдтипом вихрових
вiзерункiв — широкої групи, яка та-
кож включає концентричнi об’єкти.

Двовимiрна, або плоска спiраль
може бути легко описана з викори-
станням полярних координат, де ра-
дiус r є монотонною неперервною
функцiєю кута φ:

r = r(φ)

a

P
O

ω

v

Рис. 43. Спiраль Архiмеда.

Коло можна розглядати як виро-
джений випадок (функцiя не є стро-
го монотонною, а радше сталою).

У декартових координатах кри-
ва має параметричне представлен-
ня:

x = r(φ) cosφ, y = r(φ) sinφ

Спiраль Архiмеда (рис. 42 i
43) являє собою криву, утворену то-
чкою, яка з постiйною швидкiстю
вiддаляється вiд вершини променя,
що обертається з постiйною куто-
вою швидкiстю навколо своєї вер-
шини (r = aφ).

30



Крiм спiралi Архiмеда, деякi з найважливiших типiв двовимiрних спi-
ралей (рис. 44):

Рис. 44. Види спiралей.

• Гiперболiчна спiраль: r = a
φ ,

• Спiраль Ферма: r = aφ1/2,

• Лiтуус: r = aφ−1/2,

• Логарифмiчна спiраль: r = aekφ,

• Спiраль Корню або клотоїда: параметричне представлення че-
рез iнтеграли Френеля

x(t) =

∫ t

0

cos

(
πu2

2

)
du, y(t) =

∫ t

0

sin

(
πu2

2

)
du,

• Спiраль Фiбоначчi та золота спiраль: побудованi на основi по-
слiдовностi Фiбоначчi з кутовим кроком θ = 2π

φ2 ≈ 137,5, де φ =
1+

√
5

2 — золотий перетин. Золота спiраль є логарифмiчною спiра-
ллю з коефiцiєнтом зростання, пов’язаним iз золотим перетином:
r = aφ2θ/π,

• Спiраль Теодора: апроксимацiя спiралi Архiмеда, складена з при-
леглих прямокутних трикутникiв. (Про неї ранiше ми згадували в
роботi https://www.doi.org/10.5281/zenodo.17100433 – «Пiфагор —
архiтектор числового порядку»).
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У трактатi «Про спiралi» Архiмед вивчає спiраль, що згодом отримала

O
Ai

A

Si =
1
3S

Рис. 45. Площа, обмежена спiрал-
лю пiсля одного повного обороту.

його iм’я, i розглядає дуже цiкаву її
властивiсть:

«Поверхня, обмежена спi-
раллю при першому обер-
тi, становить третину
кола, якого вона торкає-
ться».

Вищесказане Архiмед доводить
методом вичерпування, а також ви-
користовує доведення вiд супротив-
ного, констатуючи, що площа утво-
реної фiгури не може бути нi бiль-
шою, нi меншою за третину кола
(рис. 45).

Деякi фахiвцi стверджують, що
глибинною метою, яку Архiмед пе-
реслiдував у своєму трактатi «Про
спiралi», було знайти розв’язання
задач подвоєння куба, трисекцiї ку-
та i квадратури кола, хоча при цьо-
му доведеться знехтувати однiєю з початкових умов: задачу треба було
розв’язувати виключно за допомогою циркуля i лiнiйки, а побудова спi-
ралi потребує кiнематичних операцiй.

Рис. 46. Один iз способiв складання
стомахiона.

Стомахiон - гра-головоломка.

У давньогрецькiй геометрiї Сто-
махiон (Остомахiон), також вiдомий
як loculus Archimedius (вiд латинсько-
го «скринька Архiмеда») або синто-
махiон – математичний трактат, при-
писуваний Архiмеду.

Слово «Остомахiон» походить вiд
грецького osteon «кiстка» i mache «бо-
ротьба, битва, змагання».

Стомахiон (рис. 46) був голово-
ломкою, схожою на танграм, в яку,
можливо, грали кiлька осiб фiгурка-
ми, зробленими з кiстки. Достемен-
но невiдомо, що з’явилося ранiше –
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геометричне дослiдження Архiмедом цiєї фiгури чи гра.
Гра являє собою головоломку з 14 частин, що утворюють квадрат.

Якщо ми накладемо фiгури зi «Стомахiона» на квадрат стороною в 12
клiтинок, площа кожної фiгури буде такою ж, як на рис. 46.

Одна з форм гри, про яку свiдчать класичнi тексти, – це створення
рiзних об’єктiв, тварин, рослин шляхом

Рис. 47. Фiгури стомахiона.

перестановки частин: слон, дерево,
собака, що гавкає, корабель, меч, ве-
жа тощо (рис. 47). Iнше припущен-
ня полягає в тому, що за допомогою
неї тренували та розвивали навички
пам’ятi у молодих людей.

Джеймс Гоу у своїй «Короткiй
iсторiї грецької математики» (1884)
у виносках зазначає, що метою було
скласти частини назад у коробку, i
цю точку зору також висловлював
У. У. Раус Болл у деяких промiжних
виданнях «Математичних есе i роз-
ваг».

Лише в 2003 роцi вдалося прове-
сти строгий комбiнаторний аналiз,
який показав, що iснує 17 152 спосо-
би скласти фiгури зi «Стомахiона»
в цiлий квадрат (без повороту або
дзеркального вiдображення).

Однак цей пiдрахунок був поставлений пiд сумнiв, оскiльки збереженi
зображення головоломки показують її в прямокутнику, а не в квадратi, i
повороти або вiдображення частин могли бути недозволеними.

Арбелос (чоботарський нiж).

У «Книзi лем» представлена геометрична фiгура арбелос, що грецькою
означає «чоботарський нiж», оскiльки за формою вона нагадує цей iн-
струмент. Арбелос – фiгура, обмежена трьома дотичними одна до одної
половинами кiл. На рис. 48 арбелос вiдповiдає затемненiй частинi.

У цiєї фiгури є деякi цiкавi властивостi, якi можна було б включити в
початковий курс геометрiї.

Можливо, найцiкавiша з них — це так званi «спаренi кола Архiмеда»
(або «кола-близнюки»): з точки С добудовується перпендикуляр до пря-
мої АВ до перетину з колом найбiльшого дiаметра. Даний перпендикуляр
дiлить арбелос на двi фiгури. Потiм в кожну з цих отриманих фiгур впису-
ють кола C1 i C2 так, щоб вони торкалися з рiзних бокiв перпендикуляра,
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i кожне з них торкалося великого та малого кола.

A C B

C1
C2

Рис. 48. Арбелос з «колами-
близнюками» Архiмеда (C1 i C2).

Цiкаво, що площi цих кiл будуть
рiвнi незалежно вiд мiсцезнаходже-
ння точки С, через що їх i назива-
ють колами-близнюками Архiмеда.
Iснують також iншi кола, пов’язанi
з арбелосом, вони теж носять осо-
бистi назви — коло Аполлонiя, коло
Паппа i коло Банкофа.

Салiнон (сiльничка).

Ще одна фiгура, представлена в
«Книзi лем», називається салiнон,
що, згiдно з iнтерпретацiєю iстори-
ка математики Томаса Хiта, означає
«сiльничка».

На рис. 49 нижче A, D, O, E i B – п’ять точок, що лежать на однiй
прямiй, таких, що AO = OB i AD = EB. В однiй пiвплощинi побудова-
нi пiвкола з дiаметрами AB, AD i EB. В iншiй пiвплощинi побудоване
пiвколо з дiаметром DE. Фiгура, обмежена цими пiвколами, i є салiнон.

A BOD E

C

F

P

Рис. 49. Салiнон i коло рiвної йому площi (показане червоним).
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1.10 Задача Архiмеда про бикiв.
На розв’язання якої математичної задачi в iсторiї пiшло найбiльше

часу, понад 2000 рокiв? Це задача Архiмеда про бикiв — трактат 287–212
рр. до н. е., у якому античний учений поставив математичну задачу, повне
розв’язання якої було знайдено лише в 1965 роцi!

Рис. 50. Супутники Одiс-
сея викрадають бикiв Гелiоса
(фреска Пеллегрiно Тiбальдi,
1554/56).

«Задачу про бикiв» виявив Готхольд
Ефраїм Лессiнг у грецькому рукописi, що
складається з вiрша у 44 рядки, текст за-
дачi було опублiковано у Брауншвейзi в
1773 роцi. Авторство Архiмеда в знавцiв
античностi не викликає сумнiвiв, оскiльки
i за стилем, i за характером трактат вiд-
повiдає математичним епiграмам тiєї епо-
хи. Задача про бикiв авторства Архiме-
да згадується в одному з античних схолi-
їв (коментарiв) до дiалогу Платона «Хар-
мiд, або Про розсудливiсть». У давньогре-
цькiй мiфологiї бики Гелiоса (рис. 50), та-
кож званi волами Сонця, — це бики, що
випасалися на островi Тринакiя (вважає-
ться сучасною Сицилiєю).

Архiмед пропонує читачевi знайти кiлькiсть худоби бога Сонця Гелiоса
за таких умов:

• у Гелiоса було чотири стада, кожне з яких вiдрiзнялося за кольором;

• кiлькiсть бiлих бикiв дорiвнювала =
(
1
2 + 1

3

)
темних + рудим бикам;

• темних бикiв =
(
1
4 + 1

5

)
строкатих + рудим бикам;

• строкатих бикiв =
(
1
6 + 1

7

)
бiлих + рудим бикам;

• бiлих корiв =
(
1
3 + 1

4

)
темного стада;

• темних корiв =
(
1
4 + 1

5

)
строкатого стада;

• строкатих корiв =
(
1
5 + 1

6

)
рудого стада;

• рудих корiв =
(
1
6 + 1

7

)
бiлого стада.

Пiсля цього Архiмед пропонує знайти кiлькiсть бикiв i корiв рiзного
кольору, вказуючи, що той, у кого це вийде, не є невiгласом.

Друга частина задачi включає додатковi умови:

• кiлькiсть бiлих i темних бикiв — квадратне число;
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• кiлькiсть строкатих i рудих бикiв — трикутне число.

Той, хто зможе за цих умов визначити число голiв худоби в стадах
Гелiоса, на думку Архiмеда, є мудрецем.

Розв’язання першої частини задачi зводиться до системи лiнiйних ал-
гебраїчних рiвнянь. Якщо позначити кiлькiсть бикiв вiдповiдного кольо-
ру символами Б, Т, С i Р, а корiв — б, т, с i р, то першi рiвняння можна
вiдобразити таким чином:

• Б =
(
1
2 + 1

3

)
Т + Р → 6Б = 5Т + 6Р;

• Т =
(
1
4 + 1

5

)
С + Р → 20Т = 9С + 20Р;

• С =
(
1
6 + 1

7

)
Б + Р → 42С = 13Б + 42Р.

Послiдовно розв’язуючи всi сiм рiвнянь, отримаємо такi значення (на
рис. 51 показано найменше можливе розв’язання задачi, кожна окрема
iконка представляє собою близько 10206543 тварин):

Рис. 51. Розв’язання задачi Ар-
хiмеда про бикiв.

Б — 10 366 482

Т — 7 460 514

С — 7 358 060

Р — 4 149 387

б — 7 206 360

т — 4 893 246

с — 3 515 820

р — 5 439 213

Таким чином, загальна кiлькiсть голiв худоби у Гелiоса становила
50 389 082. Друга частина задачi, тобто пошук розв’язання, яке задоволь-
няло б умовам першої i другої частини, зводиться до рiвняння Пелля
(дiофантове рiвняння виду x2 − ny2 = 1, де n — натуральне число, що
не є квадратом). Її розв’язання було опублiковано в 1880 роцi. Загаль-
на кiлькiсть бикiв приблизно дорiвнює 7,76× 10206 544. Щоб записати всi
206 545 цифр, необхiдно 660 сторiнок по 2500 знакiв на кожнiй!

I, наостанок, цiкаве вiдео: Як обдурити, використовуючи наочнi докази
(18 хвилин): https://www.youtube.com/watch?v=unJxBIsM6iA
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