
Британський батько математичного аналiзу:
бiном Ньютона, гравiтацiйна взаємодiя i

дисперсiя свiтла.

***

У раю Архiмед, Паскаль та Ньютон грають у хованки. Архiмед водить
i починає рахувати. Паскаль тiкає за обрiй, а Ньютон озирається, бере
палицю, малює навколо себе квадрат зi стороною 1 метр i стає всередину
квадрата. Архiмед закiнчує рахувати, розплющує очi i бачить Ньютона:

– Я бачу Ньютона!
– Е, нi! Ньютон на квадратний метр – це Паскаль! – вiдповiв той.

1.1 Проникливий погляд у глибини знань: спираю-
чись на роботи титанiв.

“Якщо я бачив далi за iнших, то лише тому, що стояв на плечах
гiгантiв” – так сказав Iсаак Ньютон – найвидатнiший математик, фiзик
та астроном, чиї вiдкриття визначили розвиток науки на столiття вперед.
Iсаак Ньютон народився 25 грудня 1642 року в селi Вулсторп, графство
Лiнкольншир, Англiя. Вiн став одним iз найвидатнiших учених в iсторiї
людства, заклавши основи класичної механiки, оптики та математичного
аналiзу.
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Рис. 1. Сер Iсаак Ньютон (1642–1727)

Рис. 2. Титульна сторiнка «Начал»
Ньютона.

У своїй головнiй працi “Мате-
матичнi начала натуральної фiло-
софiї” (Philosophiæ Naturalis Princi-
pia Mathematica, 1687) вiн оприлю-
днив закони руху та закон всесвi-
тнього тяжiння, що сформували на-
укову точку зору аж до появи за-
гальної теорiї вiдносностi.

Ньютон використав свiй матема-
тичний опис гравiтацiї для строго-
го виведення емпiричних кеплерiв-
ських законiв руху планет, а також
для побудови наукової теорiї при-
пливiв, прецесiї рiвнодення та iн-
ших явищ. Праця Ньютона усунула
будь-якi сумнiви в гелiоцентрично-
стi Сонячної системи та продемон-
струвала, що рух об’єктiв на Зем-
лi та небесних тiл можна поясни-
ти одними й тими самими фiзични-
ми принципами. Висновок Ньютона
про те, що Земля є сплюснутим сфероїдом, згодом був пiдтверджений гео-
дезичними вимiрюваннями, що переконали бiльшiсть європейських уче-
них у перевазi ньютонiвської механiки над ранiшими системами.
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Рис. 3. Телескоп Ньютона.

Ньютон побудував перший пра-
ктичний телескоп-рефлектор i роз-
робив теорiю кольору, засновану на
спостереженнi, що призма роздiляє
бiле свiтло на кольори видимого спе-
ктра, тим самим заклавши основи
сучасної фiзичної оптики. Його пра-
цi про свiтло були зiбранi в книзi
«Оптика», опублiкованiй у 1704 ро-
цi.

У математицi Ньютон розробив
диференцiальне та iнтегральне чи-
слення, потужний обчислювальний
метод знаходження коренiв, класи-
фiкував бiльшiсть кубiчних алге-
браїчних кривих, просунув теорiю степеневих рядiв, узагальнив бiномi-
альну теорему на нецiлi показники.

Останнi три десятилiття свого життя в Лондонi, служачи наглядачем
(1696–1699), а потiм керуючим (1699–1727) Королiвського монетного дво-
ру, Ньютон суттєво покращив монетну систему Англiї.

1.2 Метод флюксiй i флюент: основнi поняття та пра-
вила, пряма й обернена задача.

Ньютон розробив свiй метод числення в 1665–1666 роках, пiд час “ди-
вовижних рокiв” (anni mirabiles), коли вiн переховувався вiд чуми у Вул-
сторпi. Центральними поняттями його пiдходу стали флюксiї та флюенти.

Флюента (fluent) – змiнна величина, що змiнюється в часi. Познача-
ється лiтерами x, y, z.

Флюксiя (fluxion) – швидкiсть змiни флюенти. Позначається ẋ, ẏ, ż.
У сучасних позначеннях флюксiя вiдповiдає похiднiй за часом:

ẋ =
dx

dt
(1)

Ньютон сформулював пряму й обернену задачi:

• За даною залежнiстю мiж флюентами знайти спiввiдношення мiж
їхнiми флюксiями.

• I навпаки, за даним спiввiдношенням мiж флюксiями знайти зале-
жнiсть мiж флюентами.

Для флюент x i y Ньютон вивiв основнi правила для обчислення флю-
ксiй:
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1. Флюксiя суми: ˙x+ y = ẋ+ ẏ

2. Флюксiя добутку: ẋy = ẋy + xẏ

3. Флюксiя частки: ˙(u
v

)
= u̇v−uv̇

v2

Також вiн увiв поняття флюксiй другого та вищих порядкiв:

ẍ = флюксiя другого порядку (2)
...
x = флюксiя третього порядку (3)

У сучасних позначеннях:

ẍ =
d2x

dt2
,

...
x =

d3x

dt3
(4)

Обернена задача – знаходження флюенти за заданою флюксiєю – при-
вела Ньютона до методу квадратур (iнтегрування).

Якщо ẏ = f(x)ẋ, то флюента y знаходиться операцiєю квадратури:

y =

∫
f(x) dx (5)

Знайти флюенту, якщо ẏ = x2ẋ.
Квадратура дає:

y =

∫
x2 dx =

x3

3
+ C (6)

На рис. 4 показано формулу Ньютона-Лейбнiца, а нижче посилання
на анiмацiю з її вiзуалiзацiєю: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/
commons/2/2f/Fundamental_theorem_of_calculus_%28animation%29.gif

Рис. 4. Площа криволiнiйної трапецiї.

4

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/2/2f/Fundamental_theorem_of_calculus_%28animation%29.gif
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/2/2f/Fundamental_theorem_of_calculus_%28animation%29.gif


Ньютон склав таблицю основних квадратур:∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C, n ̸= −1 (7)∫

dx

x
= ln |x|+ C (8)∫

sinx dx = − cosx+ C (9)∫
cosx dx = sinx+ C (10)∫

dx

1 + x2
= arctanx+ C (11)

1.3 Революцiйний бiном Ньютона й узагальнення бi-
номiальної теореми.

Бiномiальна формула для цiлих додатних показникiв була вiдома ма-
тематикам задовго до Ньютона. Ще в XI столiттi перський поет i вчений
Омар Хайям дослiджував бiномiальнi коефiцiєнти, а в Європi Блез Па-
скаль у 1654 роцi систематизував цi знання у виглядi свого знаменитого
трикутника (рис. 5).

Рис. 5. Трикутник бiномiальних коефiцiєнтiв.

Класична бiномiальна теорема для натуральних показникiв стверджує,
що (1 + x)n =

∑n
k=0

(
n
k

)
xk, де бiномiальнi коефiцiєнти

(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! утво-
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рюють рядки цього трикутника. Для цiлого n цей розклад є скiнченною
сумою з n+1 доданкiв, а бiномiальнi коефiцiєнти задовольняють спiввiд-
ношенню

(
n
k

)
=

(
n−1
k−1

)
+
(
n−1
k

)
. На рис. 6 – вiзуалiзацiя бiному для перших

цiлих показникiв.

Рис. 6. Вiзуалiзацiя бiному Ньютона.

Ньютон у молодi роки добре знав цю теорему i активно використову-
вав її у своїх дослiдженнях, але його генiй полягав не в переосмисленнi
вiдомого, а в смiливому кроцi за межi – узагальненнi формули на випадок
нецiлих i навiть вiд’ємних показникiв.

Для будь-якого дiйсного числа α i |x| < 1:

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2 +

α(α− 1)(α− 2)

3!
x3 + · · · (12)

Або в загальному виглядi:

(1 + x)α =

∞∑
k=0

(
α

k

)
xk (13)

де узагальнений бiномiальний коефiцiєнт:(
α

k

)
=

α(α− 1)(α− 2) · · · (α− k + 1)

k!
(14)

При α = −1:

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + x4 − · · · =

∞∑
k=0

(−1)kxk (15)
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При α = 1
2 :

√
1 + x = 1 +

x

2
− x2

8
+

x3

16
− 5x4

128
+ · · · (16)

При α = − 1
2 :

1√
1 + x

= 1− x

2
+

3x2

8
− 5x3

16
+

35x4

128
− · · · (17)

Бiномiальна теорема дозволила Ньютону обчислювати коренi, логари-
фми та трансцендентнi функцiї. Наприклад, обчислення

√
2:

√
2 =

√
1 + 1 = 1 +

1

2
− 1

8
+

1

16
− 5

128
+ · · · ≈ 1.414 (18)

Обчислення π через площу чвертi одиничного кола (рис. 7):

x2 + y2 = 1 ⇒ y =
√

1 + x2 а також
∫ 1

0

dx

1 + x2
= arctan(1) =

π

4
(19)

Застосовуючи бiномiальне розкладання (1+x2)−1 = 1−x2+x4−x6+· · ·
та iнтегруючи почленно, отримуємо:

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− · · · =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
(20)

x

y

45

(1, 0)

(0, 1)

(
1√
2
, 1√

2

)

Рис. 7. Креслення для обчислення π/4.
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1.4 Обчислення числа π з неймовiрною точнiстю.
Майже таким, але дещо модифiкованим способом Iсаак Ньютон у 1666

роцi (у вiцi 24 рокiв) обчислив значення π з точнiстю до 16 десяткових
знакiв вручну, використовуючи комбiнацiю геометрiї, iнтегрального чи-
слення та бiномiального розкладу в ряд. Це було революцiйним, бо попе-
реднi методи (наприклад, Архiмеда з вписаними/описаними багатокутни-
ками) давали лише кiлька знакiв. Ньютон описав свiй метод у трактатi
De Analysi per Aequationes Numero Terminorum Infinitas (1669).

Серiя сходилася повiльно в простих формулах, тому вiн використав
хитру геометричну конструкцiю для прискорення. Побудувавши пiвколо
радiуса 1/2 з центром у точцi (1/2, 0), Ньютон вiд точки (1/4, 0) провiв
вертикальну лiнiю, яка перетнула коло в точцi B(1/4,

√
3/4), що утворило

трикутник ABC типу 30–60–90.

x

y

A(0, 0) C(1, 0)1/4

B(1/4,
√
3/4)

1/2

M

r = 1/260

Рис. 8. Геометрична конструкцiя Ньютона для обчислення π.

Звiдси випливає рiвняння:

π

24
= M +

√
3

32
(21)

де M – площа перехресної областi пiд пiвколом вiд x = 0 до x = 1/4
(затiнена область). Розв’язуючи щодо π:

π = 24M +
3
√
3

4
(22)

Тут 3
√
3

4 ≈ 1,299038105676658 – точне значення, яке легко обчислити.
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Площа M – це iнтеграл:

M =

∫ 1/4

0

√
x(1− x) dx =

∫ 1/4

0

√
x ·

√
1− x dx (23)

Ньютон розклав
√
1− x = (1− x)1/2 у бiномiальний ряд (за теоремою

бiнома Ньютона для нецiлих показникiв):

(1− x)1/2 =

∞∑
k=0

(
1/2

k

)
(−x)k =

∞∑
k=0

(
1/2

k

)
(−1)kxk (24)

де бiномiальний коефiцiєнт:(
1/2

k

)
=

1
2

(
1
2 − 1

)
· · ·

(
1
2 − k + 1

)
k!

(25)

Для перших значень: k = 0: 1; k = 1: 1/2; k = 2: −1/8; k = 3: 1/16
тощо.

Тодi:√
x(1− x) = x1/2

∞∑
k=0

(
1/2

k

)
(−1)kxk =

∞∑
k=0

(
1/2

k

)
(−1)kxk+1/2 (26)

Iнтегруємо почленно вiд 0 до a = 1/4:

M =

N∑
k=0

(
1/2

k

)
(−1)k · ak+3/2

k + 3/2
(27)

Межа iнтегрування a = 0,25 маленька, тому цей ряд сходиться значно
швидше нiж iнтеграл вiд 0 до 1 (рис. 9).

Рис. 9. Порiвняння сходимостi двох рядiв (логарифмiчна шкала.)
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Ньютон взяв 22 перших членiв ряду i обчислив їх дробами з великими
чисельниками/знаменниками (наприклад, 20-й член ряду мав чисельник
119 409 675). Вiн виконував довге дiлення для десяткових знакiв.

M ≈ 0,07677310616304730393 (28)
24M ≈ 1,842514548513035 (29)

π ≈ 1,842514548513035 + 1,299038105676658 ≈ 3,141592653589793 (30)

Розраховане наближення (16 точних знакiв, помилка лише в 17-му):

π ≈ 3,141592653589793238462643383279 (31)

У табл. 1 показано як виглядало це обчислення з 22 членами ряду
(Ньютон робив це олiвцем вручну!).

Табл. 1. Обчислення iнтеграла M методом Ньютона.

k Бiном. коеф.
(
1/2
k

)
Член ряду Часткова сума M

0 1,0 0,083333333 0,083333333
1 0,5 −0,006250000 0,077083333
2 −0,125 −0,000279018 0,076804315
3 0,0625 −0,000027127 0,076777189
...

...
...

...
21 ≈ 0,002985 ≈ −3,77× 10−18 0,076773106

Повна сума:

M ≈ 0,0767731061630473039309439885878 (32)

Тодi:

π ≈ 24×0,0767731061630473+ 3
√
3

4 ≈ 3,14159265358979326448824048224
(справжнє значення: 3,14159265358979323846264338328).
Таким чином, бiномiальний ряд дозволив розкласти складну функцiю√

1− x в нескiнченну суму, яку можна iнтегрувати почленно. Мала межа
iнтегрування (1/4) прискорила сходимiсть: члени ряду швидко ставали
мiзерними (пiсля 10-го – менш нiж 10−9). У розрахунках π Ньютон по-
єднав геометрiю (для

√
3) з аналiзом, що стало основою для сучасних

методiв обчислення π (наприклад, у комп’ютерних алгоритмах).
У пiдсумку, це продемонструвало силу узагальненого бiномiального

ряду для нецiлих показникiв – одне з найважливiших математичних вiд-
криттiв Ньютона.

Суперцiкаве вiдео (майже 18 хвилин): Вiдкриття, яке змiнило обчи-
слення π: https://www.youtube.com/watch?v=rVWmGYdLFOw
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1.5 Чисельнi методи та класифiкацiя кривих третього
порядку.

У книзi “Method of Fluxions” (рис. 10 i 11) Ньютон писав: таким чином,
щоб знайти корiнь y рiвняння

y6 − 5xy5 +
x3

a
y4 − 7a2x2y2 + 6a3x3 + b2x4 = 0,

я позначаю паралелограми, що належать до членiв цього рiвняння по-
значкою ∗, як ви бачите тут зроблено. Потiм я застосовую лiнiйку DE
до нижнього з паралелограмiв, позначених у лiвiй колонцi, i змушую її
повертатися навколо до правої сторони вiд нижнього до верхнього, до-
ки вона не почне таким чином торкатися iншого, можливо, бiльше нiж
одного з позначених паралелограмiв; i я бачу, що мiсця, так торкнутi,
належать до членiв y6 − 7a2x2y2 + 6a3x3, нiби рiвних нулю. (i крiм того,
якщо завгодно, зведене до v6 − 7v2 + 6 = 0, шляхом взяття y =

√
ax, я

шукаю значення y i знаходжу його чотириразовим, +
√
ax, −

√
ax, +

√
2ax

та −
√
2ax, з яких я можу взяти будь-яке для початкового члена частки,

залежно вiд того, який корiнь даного рiвняння менi необхiдно знайти.)

Рис. 10. Позначення одночленiв
многочлена. Рис. 11. Знаходження коренiв.

Ньютон розробив iтерацiйний метод для чисельного розв’язання алге-
браїчних та трансцендентних рiвнянь.

Для розв’язання рiвняння f(x) = 0 будується iтерацiйна послiдовнiсть:

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
(33)

При вдалому виборi початкового наближення x0 послiдовнiсть збiгає-
ться до кореня рiвняння.

Знайти
√
2 як корiнь рiвняння f(x) = x2 − 2 = 0.
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Маємо f ′(x) = 2x, тому:

xn+1 = xn − x2
n − 2

2xn
=

x2
n + 2

2xn
=

1

2

(
xn +

2

xn

)
(34)

Починаючи з x0 = 1:

x1 =
1

2
(1 + 2) = 1.5 (35)

x2 =
1

2
(1.5 +

2

1.5
) = 1.41667 (36)

x3 =
1

2
(1.41667 +

2

1.41667
) = 1.41422 (37)

Точне значення:
√
2 ≈ 1.41421

Рис. 12. Метод дотичних (метод Ньютона)

Метод Ньютона (рис. 12) має квадратичну збiжнiсть:

|xn+1 − x∗| ≤ C|xn − x∗|2 (38)

де x∗ – точний розв’язок, C – константа.
Це означає, що кiлькiсть вiрних десяткових знакiв подвоюється на

кожнiй iтерацiї.
Коли похiдна важко обчислюється, використовується наближення:

xn+1 = xn − f(xn)(xn − xn−1)

f(xn)− f(xn−1)
(39)
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Для системи рiвнянь F⃗ (x⃗) = 0⃗:

x⃗n+1 = x⃗n − J−1(x⃗n)F⃗ (x⃗n) (40)

де J – матриця Якобi.

Класифiкацiя кривих третього порядку.

У працi “Перелiк лiнiй третього порядку” (Enumeratio Linearum Tertii
Ordinis, 1704) Ньютон класифiкував кубiчнi кривi.

Кубiчна крива – це алгебраїчна крива третього степеня, що задається
рiвнянням:

ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 + ex2 + fxy + gy2 + hx+ ky + l = 0 (41)

Ньютон видiлив 72 рiзних типи кубiчних кривих (пiзнiше було уточне-
но до 78), деякi з них на рис. 13 нижче.

Рис. 13. Класифiкацiя кубiчних кривих.
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1.6 Дисперсiя свiтла, теорiя кольорiв i кiльця Ньюто-
на.

Ньютон експериментально вiдкрив дисперсiю i математично описав
заломлення свiтла. Закон заломлення Снеллiуса стверджує, що при пе-
реходi свiтла iз середовища з показником заломлення n1 в середовище з
показником n2:

n1 sin θ1 = n2 sin θ2 (42)

Ньютон показав, що показник заломлення залежить вiд довжини хви-
лi:

n = f(λ) (43)

Теорiя кольорiв.

Ньютон розклав бiле свiтло на спектр i показав, що показник залом-
лення для рiзних кольорiв рiзний (рис. 14):

nчервон < nпомаранч < nжовт < nзелен < nблакит < nсин < nфiолет (44)

Рис. 14. Дисперсiя свiтла.

Кiльця Ньютона.

Ньютон дослiджував iнтерференцiйнi кiльця, що виникають мiж пло-
скою скляною пластинкою та плосковипуклою лiнзою. При падiннi пучка
монохроматичного свiтла перпендикулярно до плоскої поверхнi, свiтловi
хвилi, вiдбитi вiд кожної поверхнi, iнтерферують мiж собою. Утворена
iнтерференцiйна картина складається з темної плями в мiсцi дотику та
концентричних кiлець, що чергуються: свiтлi та темнi (рис. 15).
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Рис. 15. Кiльця Ньютона.

На рис. 16 показано систему лiнз для дослiдження формування кiлець
Ньютона у вiдбитому свiтлi (лiворуч) та у свiтлi, що проходить (право-
руч).

Рис. 16. Система лiнз для дослiдження кiлець Ньютона.

На рис. 17 показано формування темних i свiтлих iнтерференцiйних
смуг у клиноподiбнiй повiтрянiй щiлинi мiж двома скляними пластина-
ми. Вiдстань мiж поверхнями та довжина свiтлової хвилi для наочностi
значно перебiльшенi.
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Рис. 17. Формування кiлець Ньютона.

Радiус m-го темного кiльця:

rm =
√
mλR (45)

де λ – довжина хвилi свiтла, R – радiус кривизни лiнзи, m = 0, 1, 2, . . .
Радiус m-го свiтлого кiльця:

rm =

√(
m+

1

2

)
λR (46)

Корпускулярна теорiя свiтла.

Ньютон запропонував корпускулярну модель свiтла, де свiтло являє
собою потiк частинок (корпускул).

Швидкiсть свiтла в середовищi з показником заломлення n:

v =
c

n
(47)
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1.7 Задача про брахiстохрону i циклоїда як її розв’язок.

У червнi 1696 року швейцарський математик Йоганн Бернуллi опублi-
кував виклик математикам Європи: знайти криву найшвидшого спуску
i дав рiк на розв’язання. Iсаак Ньютон, отримавши задачу ввечерi пiсля
важкого робочого дня на Королiвському монетному дворi, розв’язав її за
одну нiч i надiслав анонiмне рiшення. Бернуллi, побачивши елегантнiсть
розв’язку, вигукнув: «Ex ungue leonem!» (За кiгтем пiзнають лева!) – вiн
одразу впiзнав характерний стиль Ньютона.

Цiкаве вiдео (майже 19 хвилин): Брахiстохрона зi Стiвеном Строга-
тцем: https://www.youtube.com/watch?v=qEEZjkz50K4

Постановка задачi:

Знайти криву в вертикальнiй площинi, по якiй матерiальна точка, ру-
хаючись без тертя пiд дiєю сили тяжiння, спускається з точки A в точку
B (що знаходиться нижче i горизонтально змiщена вiд A) за найменший
час.

Етимологiя: вiд грецького βράχιστoς (brachistos) – найкоротший,
χρóνoς (chronos) – час.

Парадокс: Найкоротший шлях (пряма лiнiя) НЕ є найшвидшим!

Рис. 18. Задача про брахiстохрону: порiвняння рiзних траєкторiй.

Парадокс: Найкоротша вiдстань мiж A i B – пряма лiнiя, але най-
швидший шлях – це циклоїда, яка довша за пряму!
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Математична причина:

Час =

∫
ds

v
=

∫
ds√
2gy

(48)

Для мiнiмiзацiї часу потрiбен компромiс:

• Мала довжина шляху ds (пряма лiнiя)

• Велика швидкiсть v =
√
2gy (крутий спуск)

Циклоїда – оптимальний баланс!

Циклоїда – розв’язок задачi про брахiстохрону.

Крива найшвидшого спуску – це циклоїда – траєкторiя точки на колi
радiуса a, яке котиться по горизонтальнiй прямiй (рис. 19).

Параметричнi рiвняння циклоїди:{
x = a(θ − sin θ)

y = a(1− cos θ)
(49)

де a – радiус кола, що котиться, θ ∈ [0, 2π] – кут повороту кола.

Рис. 19. Циклоїда: точка на колi, що котиться по прямiй.

Мiнiмальний час спуску вiд найвищої до найнижчої точки циклоїди:

Tmin = π

√
a

g
(50)

де:

• a – параметр циклоїди (радiус кола, що котиться)

• g ≈ 9,81 м/с² – прискорення вiльного падiння

• π ≈ 3,14159 – число пi
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Нехай a = 1 м, g = 10 м/с² (наближено).
Час спуску по циклоїдi:

Tцикл = π

√
1

10
=

π√
10

≈ 0,99 с (51)

Для порiвняння, час спуску по прямiй лiнiї мiж точками (табл. 2):

Tпряма ≈ 1,08 с (52)

Циклоїда швидша на ≈ 9%!

Таутохронна властивiсть.

Дивовижне вiдкриття Христiана Гюйгенса (1659): циклоїда має ще
одну чудову властивiсть – вона таутохронна (iзохронна), тобто час спу-
ску по перевернутiй циклоїдi не залежить вiд того, з якої точки кривої
починається рух!

Усi тiла досягають найнижчої точки одночасно (рис. 20)!

Рис. 20. Таутохронна властивiсть циклоїди.

Застосування: Гюйгенс використав цю властивiсть для створення
високоточних маятникових годинникiв з циклоїдальними щоками.
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Табл. 2. Час спуску по рiзних кривих мiж двома точками
(для a = 1 м, g = 10 м/с²).

Тип кривої T (с) Вiдносно Приклад
Циклоїда (оптимум) 0,99 1,00 Розв’язок Ньютона
Пряма лiнiя 1,08 1,09 Iнтуїтивний вибiр
Дуга кола 1,12 1,13 Симетрична крива
Парабола 1,05 1,06 Наближення
Ланцюгова лiнiя 1,15 1,16 Форма пiдвiсного ланцюга

Висновок: Циклоїда дає виграш у часi ≈ 9−16% порiвняно з iншими
кривими!

Задача про брахiстохрону була:

• Першою класичною задачею варiацiйного числення – нової
галузi математики,

• Стимулом для розвитку рiвняння Ейлера–Лагранжа:

∂F

∂y
− d

dx

(
∂F

∂y′

)
= 0 (53)

• Демонстрацiєю сили нового математичного аналiзу та прикладом
зв’язку фiзики, геометрiї та аналiзу.

1.8 Правило знакiв Декарта-Ньютона.
У 1637 роцi Рене Декарт у своїй працi «La Géométrie» сформулював

правило для оцiнки кiлькостi додатних коренiв многочлена за змiнами
знакiв його коефiцiєнтiв. Iсаак Ньютон у 1707 роцi в «Arithmetica Uni-
versalis» суттєво розвинув це правило, додавши важливе уточнення про
парнiсть рiзницi.

Для многочлена P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 з дiйсними
коефiцiєнтами:

1. Кiлькiсть додатних коренiв не перевищує кiлькостi змiн знакiв
у послiдовностi коефiцiєнтiв (an, an−1,...,a0).

2. Уточнення Ньютона: Рiзниця мiж кiлькiстю змiн знакiв i кiлькi-
стю додатних коренiв завжди парна.

3. Для вiд’ємних коренiв: застосовуємо правило до P (−x).
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Математично (алгоритм на рис. 21): якщо V – кiлькiсть змiн знакiв,
P – кiлькiсть додатних дiйсних коренiв (з урахуванням кратностi), то:

P = V − 2k, k ∈ {0, 1, 2, . . .} (54)

тобто P ∈ {V, V − 2, V − 4, . . . , 1 або 0}.
Важливо:

• Нульовi коефiцiєнти пропускаємо (не рахуємо),

• Рахуємо тiльки змiни: + → − або − → +,

• Якщо знак не змiнюється (+ → + або − → −), це не змiна.

Многочлен P (x)

Для P (x)
додатнi коренi

Для P (−x)
вiд’ємнi коренi

V + = змiни
⇓

P+ ∈ {V +, V + − 2, . . .}

V − = змiни
⇓

P− ∈ {V −, V − − 2, . . .}

Загальна кiлькiсть дiйсних коренiв: P+ + P−

Комплексних: n− P+ − P− (завжди парна кiлькiсть)

Рис. 21. Алгоритм застосування правила Декарта–Ньютона

Наприклад, розглянемо многочлен P (x) = x3 − 3x2 + x+ 5 (рис. 22).
Крок 1: Виписуємо коефiцiєнти:

(a3, a2, a1, a0) = (+1,−3,+1,+5) (55)

Крок 2: Шукаємо змiни знакiв:

+1 → −3 (змiна 1: плюс на мiнус) (56)
−3 → +1 (змiна 2: мiнус на плюс) (57)
+1 → +5 (не змiна: плюс на плюс) (58)
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Загалом: V = 2 змiни знакiв.
Крок 3: Застосовуємо правило Ньютона:
Кiлькiсть додатних коренiв: P ∈ {2, 0} (тобто 2 або 0).
Крок 4: Вiд’ємнi коренi:
Для P (−x) = (−x)3 − 3(−x)2 + (−x) + 5 = −x3 − 3x2 − x+ 5:
Коефiцiєнти: (−1,−3,−1,+5)
Змiни знакiв: −1 → −3 (немає), −3 → −1 (немає), −1 → +5 (змiна!)
V = 1 змiна ⇒ кiлькiсть вiд’ємних коренiв: 1 (обов’язково непарна).

+1 -3 +1 +5

a3 a2 a1 a0

Змiна 1 Змiна 2
без змiни Загалом:

2 змiни

Рис. 22. Пiдрахунок змiн знакiв для P (x) = x3 − 3x2 + x+ 5

Висновок:

• Додатних коренiв: 2 або 0

• Вiд’ємних коренiв: 1

• Комплексних коренiв: 2 або 0

Перевiрка: Розв’язуємо чисельно (рис. 23): P (x) = 0
Коренi: x1 ≈ −1.13 (вiд’ємний), x2,3 ≈ 2.06± 1.31i (комплекснi).
Додатних: 0, вiд’ємних: 1

x

y

x1 ≈ −1.13

P (x) = x3 − 3x2 + x+ 5

1 2 3

x < 0 x > 0

1 вiд’ємний
0 додатних
2 комплексних

Рис. 23. Графiк P (x) = x3 − 3x2 + x+ 5 та його коренi.
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Приклад з трьома змiнами знакiв: P (x) = x4 − 2x3 + 3x2 − 4x+ 5
Коефiцiєнти: (+1,−2,+3,−4,+5)
Змiни: + → −, − → +, + → −, − → + – чотири змiни.
Кiлькiсть додатних коренiв: 4, 2 або 0.

Приклад без змiни знакiв: P (x) = x3 + 2x2 + 3x+ 4
Коефiцiєнти: (+1,+2,+3,+4)
Змiни: немає.
Кiлькiсть додатних коренiв: 0 (всi коренi вiд’ємнi або комплекснi).

Приклад з нульовими коефiцiєнтами:
P (x) = x5 − 3x3 + 2x− 1 = x5 + 0x4 − 3x3 + 0x2 + 2x− 1
Виписуємо ненульовi: (+1,−3,+2,−1)
Змiни: + → −, − → +, + → − – три змiни.
Кiлькiсть додатних коренiв: 3 або 1.

Iнтуїцiя Ньютона: чому рiзниця завжди парна?
Коли дiйсний корiнь «зникає» (перетворюється на пару комплексно-

спряжених коренiв), вiдбувається:

• Втрата двох дiйсних коренiв (або появи двох додаткових),

• Кiлькiсть змiн знакiв не змiнюється.

Таким чином, рiзниця завжди парна, бо комплекснi коренi з’являються
парами.

1.9 Степеневi суми коренiв i формули Ньютона.
Ньютон вивiв рекурентнi формули для обчислення сум степенiв коре-

нiв многочлена через його коефiцiєнти, не розв’язуючи самого рiвняння.
Для многочлена P (x) = xn + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 з коренями
x1, x2, . . . , xn визначаємо степеневу суму порядку k:

pk = xk
1 + xk

2 + · · ·+ xk
n (59)

Зв’язок з елементарними симетричними функцiями.

Коефiцiєнти многочлена пов’язанi з коренями через елементарнi си-
метричнi функцiї (формули Вiєта):

s1 = x1 + x2 + · · ·+ xn = −an−1 (60)
s2 = x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn = an−2 (61)
s3 = x1x2x3 + x1x2x4 + · · · = −an−3 (62)

... (63)
sn = x1x2 · · ·xn = (−1)na0 (64)
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Ньютон вiдкрив, що степеневi суми pk можна обчислити через si
(або безпосередньо через коефiцiєнти ai) за допомогою рекурентних фор-
мул.

Формули Ньютона (тотожностi Ньютона).

Для многочлена xn+an−1x
n−1+· · ·+a1x+a0 = 0 з коренями x1, . . . , xn:

степеневi суми pk задовольняють рекурентним спiввiдношенням (рис. 24):

p1 + an−1 = 0 (65)
p2 + an−1p1 + 2an−2 = 0 (66)

p3 + an−1p2 + an−2p1 + 3an−3 = 0 (67)

Загальна формула для k ≥ 1:

pk + an−1pk−1 + an−2pk−2 + · · ·+ an−k+1p1 + kan−k = 0 (68)

Або в компактнiй формi:

pk = −
min(k,n)∑

i=1

an−ipk−i − k · an−k · 1k≤n (69)

Коренi многочлена
x1, x2, . . . , xn

Елементарнi
симетричнi функцiї

s1, s2, . . . , sn

Коефiцiєнти
a0, a1, . . . , an−1

Степеневi суми
p1, p2, . . . , pk

Формули Ньютона
Рекурентний зв’язок обчислення

s1 =
∑

xi

s2 =
∑

xixj pk =
∑

xk
i

Рис. 24. Зв’язок мiж коренями, коефiцiєнтами та степеневими сумами.

Приклад: квадратне рiвняння.

Для рiвняння x2 − 5x + 6 = 0 з коренями x1 = 2, x2 = 3 обчислимо
степеневi суми без знаходження коренiв.
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Маємо: a1 = −5, a0 = 6.
Крок 1: p1

p1 + a1 = 0 ⇒ p1 = −(−5) = 5 (70)
Перевiрка: x1 + x2 = 2 + 3 = 5.

Крок 2: p2
p2 + a1p1 + 2a0 = 0 ⇒ p2 = −(−5)(5)− 2(6) = 25− 12 = 13 (71)

Перевiрка: x2
1 + x2

2 = 4 + 9 = 13.
Крок 3: p3 Для k > n:

p3 + a1p2 + a0p1 = 0 ⇒ p3 = −(−5)(13)− 6(5) = 65− 30 = 35 (72)

Перевiрка: x3
1 + x3

2 = 8 + 27 = 35
Крок 4: p100 (революцiя Ньютона!)

p100 = −a1p99 − a0p98 = 5p99 − 6p98 (73)

Використовуючи рекурсiю, можна обчислити p100 = 2100 + 3100 без
знаходження коренiв!

Графiк на рис. 25 нижче iлюструє експоненцiальне зростання степене-
вих сум: чим бiльший показник степеня k, тим швидше зростає pk, при-
чому домiнуючу роль вiдiграє найбiльший за модулем корiнь (у нашому
прикладi — це x2 = 3).

k

log10 pk

p1

p2

p3

p4

p5

p6

p7

∼ 3k

∼ 2k

1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

Рис. 25. Експоненцiальне зростання степеневих сум для x2 − 5x + 6 = 0
(логарифмiчна шкала).
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1.10 Математичнi таблицi, вплив та спадщина.
Ньютон удосконалив методи складання логарифмiчних таблиць, ви-

користовуючи ряд:

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · · (74)

Для прискорення збiжностi вiн застосував перетворення:

ln
1 + x

1− x
= 2

(
x+

x3

3
+

x5

5
+ · · ·

)
(75)

Тригонометричнi функцiї iз застосуванням розкладiв в ряди:

sinx = x− x3

6
+

x5

120
− x7

5040
+ · · · (76)

cosx = 1− x2

2
+

x4

24
− x6

720
+ · · · (77)

Працi Ньютона лягли в основу розвитку аналiзу у XVIII столiттi:

• Ейлер розвинув теорiю рядiв та спецiальних функцiй;

• Лагранж створив аналiтичну механiку;

• Лаплас застосував аналiз до небесної механiки;

• Кошi побудував теорiю границь та неперервностi.

Методи Ньютона стали основою математичної фiзики:

• теорiя коливань та хвиль;

• гiдродинамiка та аеродинамiка;

• теорiя пружностi;

• електродинамiка;

• квантова механiка (операторний формалiзм).

Метод Ньютона та його модифiкацiї широко використовуються:

• розв’язання нелiнiйних рiвнянь та систем;

• оптимiзацiя (метод Ньютона–Рафсона);

• машинне навчання (градiєнтний спуск);
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• обчислювальна математика.

У XXI столiттi методи Ньютона отримали нове життя:

• метод Ньютона – основа чисельного розв’язання рiвнянь;

• градiєнтнi методи використовуються для навчання нейронних ме-
реж;

• чисельне iнтегрування застосовується в моделюваннi процесiв;

• небесна механiка – розрахунок траєкторiй космiчних апаратiв.

Ньютон показав, що природа пiдкоряється математичним законам, якi
можна вiдкрити через спостереження та експеримент. Математика – унi-
версальна мова опису природи. Його принцип “Hypotheses non fingo” (Гi-
потез не вигадую) означав вiдмову вiд умоглядних спекуляцiй на користь
суворих математичних висновкiв.

Понад три столiття пiсля смертi Ньютона його спадщина залишається
актуальною, студенти всього свiту вивчають закони Ньютона, iнженери
використовують ньютонiвську механiку в проектуваннi, математики роз-
вивають iдеї, закладенi Ньютоном.

Навiть теорiя вiдносностi та квантова механiка, що перевершили кла-
сичну механiку, використовують математичний апарат, розроблений Нью-
тоном та його послiдовниками.

“Не знаю, яким я здаюся свiту, але сам собi я уявляюся лише
хлопчиком, що грається на березi моря й бавиться тим, що час вiд
часу знаходить камiнчик бiльш строкатий, нiж звичайно, або гарну

мушлю, в той час як великий океан iстини лежить перед ним
недослiдженим”

Iсаак Ньютон

27


	1 Британський батько математичного аналізу: біном Ньютона, гравітаційна взаємодія і дисперсія світла.
	1.1 Проникливий погляд у глибини знань: спираючись на роботи титанів.
	1.2 Метод флюксій і флюент: основні поняття та правила, пряма й обернена задача.
	1.3 Революційний біном Ньютона й узагальнення біноміальної теореми.
	1.4 Обчислення числа  з неймовірною точністю.
	1.5 Чисельні методи та класифікація кривих третього порядку.
	1.6 Дисперсія світла, теорія кольорів і кільця Ньютона.
	1.7 Задача про брахістохрону і циклоїда як її розв'язок.
	1.8 Правило знаків Декарта-Ньютона.
	1.9 Степеневі суми коренів і формули Ньютона.
	1.10 Математичні таблиці, вплив та спадщина.


