
Слiпий провидець: як генiальний Ейлер

створив мову сучасної математики та

найелегантнiшу формулу.

***

Я довго думав: що це таке Ейлер намотав собi на голову? Нарештi
здогадався: це – Пiфагоровi штани! Великi люди можуть дозволити со-
бi такi жарти. Математичнi жарти! Чи це через неуважнiсть? Але куди
художник дивився!? (На фото портрет Леонарда Ейлера роботи Якоба
Емануеля Гандмана, 1753 р., художнiй музей Базеля)

1.1 Створення алфавiту математичної науки.

Леонард Ейлер (1707–1783) – один iз найвеличнiших математикiв в
iсторiї людства. Народився 15 квiтня 1707 року в Базелi в родинi пасто-
ра, став учнем Йоганна Бернуллi й уже в юностi виявив феноменальнi
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здiбностi. Вiн – найпродуктивнiший учений в iсторiї: повне зiбрання тво-
рiв (Opera Omnia) налiчує понад 80 томiв. За оцiнками сучасникiв, вiн є
автором приблизно кожної четвертої математичної працi, опублiкованої
в XVIII столiттi.

Рис. 1. Титульний аркуш «Всту-
пу до аналiзу».

Працюючи в Санкт-Петербурзькiй
та Берлiнськiй академiях наук, Ей-
лер зробив фундаментальнi вiдкрит-
тя майже в усiх галузях: вiд небесної
механiки й оптики до теорiї музики
та кораблебудування. Але справжнiм
трiумфом став математичний аналiз.
Саме Ейлер своєю нотацiєю та систем-
ним пiдходом назавжди змiнив науко-
вий свiт.

На рис. 1 представлено титульний
аркуш працi «Вступ до аналiзу нескiн-
ченно малих» (1748), де Ейлер впер-
ше систематично виклав основи суча-
сної математичної мови. Саме вiн став
справжнiм «лiнгвiстом» математики: до нього тексти нагадували сумiш
складних геометричних описiв та розрiзнених скорочень, що значно галь-
мувало обмiн iдеями. Ейлер здiйснив повну ревiзiю та стандартизацiю
знакiв, якими ми користуємося сьогоднi:

• e – основа натуральних логарифмiв (з’явилася в листi до Гольдбаха
1731 р., закрiпилась пiсля «Механiки» 1736 р.);

• f(x) – запис функцiї (з 1734 р.);

• π – хоча символ запропонував Вiльям Джонс у 1706 р., саме авто-
ритет Ейлера (з 1737 р.) зробив його свiтовим стандартом;

•
∑

– знак суми (з «Диференцiального числення» 1755 р.);

• i – уявна одиниця (запропонована 1777 р., опублiкована 1794 р.);

• сучасний запис sin, cos, tg та скiнченних рiзниць ∆.
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Без цього лаконiчного «алфавiту» сучасна наука була б захаращена
громiздкими словесними конструкцiями, а складнi розрахунки в авiацiї,
програмуваннi чи квантовiй фiзицi були б фiзично неможливими для за-
пису.

На рис. 2 вiзуалiзовано хронологiю появи ключових символiв, якi Ей-
лер подарував науковому свiту.
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Рис. 2. Хронологiя стандартизацiї основних математичних символiв.

1.2 Функцiя – головний герой.

До Ейлера математика була переважно наукою про геометричнi об’єкти,
а аналiз – набором методiв для знаходження дотичних чи площ. Ейлер
здiйснив радикальний перехiд до алгебраїчного аналiзу. У фундаменталь-
нiй працi «Вступ до аналiзу нескiнченно малих» (1748) вiн проголосив:
об’єктом дослiдження є не крива, а функцiя – аналiтичний вираз, що
описує закон змiни величини.

Вiн показав, що практично будь-яку «пристойну» (тобто аналiтичну —
таку, що не має розривiв i є нескiнченно диференцiйовною у певнiй обла-
стi) функцiю можна подати у виглядi степеневого ряду:

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + . . . (1)

Завдяки цiй унiфiкацiї Ейлер змiг розшифрувати «геном» основних
функцiй, продемонструвавши, що вони є лише рiзними проявами єдиного
аналiтичного закону.
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Експонента та логарифм.

Ейлер визначив число e як основу системи, в якiй похiдна функцiї
дорiвнює самiй функцiї. Для знаходження її аналiтичного вигляду вiн
скористався визначенням через другу чудову границю:

ex = lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
(2)

Генiй Ейлера полягав у тому, що вiн застосував до цього виразу бiном
Ньютона для нескiнченно великого показника n:(

1 +
x

n

)n
= 1 + n · x

n
+
n(n− 1)

2!

(x
n

)2
+
n(n− 1)(n− 2)

3!

(x
n

)3
+ . . . (3)

Вiн зауважив, що при прямуваннi n до нескiнченностi множники типу
n−1
n , n−2

n , . . . , n−k+1
n прямують до одиницi для будь-якого фiксованого k.

Це дозволило йому перетворити складну границю на елегантний нескiн-
ченний ряд:

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+ · · · =

∞∑
n=0

xn

n!
(4)

Рис. 3. Наближення експоненти.

На рис. 3 вiзуалiзовано процес
того, як степеневий ряд Ейлера по-
ступово «вiдтворює» графiк фун-
кцiї: додавання кожного наступно-
го члена робить наближення все
точнiшим, перетворюючи абстра-
ктну суму на реальну криву.

Це представлення зробило екс-
поненту надзвичайно зручною для
обчислень i стало «майстер-ключем»
до всього аналiзу, дозволивши зго-
дом пов’язати процеси росту з три-
гонометричним обертанням.

Ще одним яскравим прикладом «алгебраїзацiї» аналiзу стало викори-
стання ряду для логарифма. Цей розклад (вiдомий як ряд Меркатора)
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був вiдкритий ще у 1668 роцi, проте саме Ейлер перетворив його з гео-
метричного способу обчислення площi пiд гiперболою на унiверсальний
iнструмент аналiзу.

Рис. 4. Ряд Меркатора для ln(1+ x).

На рис. 4 вiзуалiзовано про-
цес наближення функцiї ln(1 + x)

її степеневими розкладами рiзних
степенiв.

Ейлер виводив його макси-
мально прозоро, виходячи з пред-
ставлення дробу 1

1+t у виглядi не-
скiнченної геометричної прогресiї:

1

1 + t
= 1− t+ t2− t3+ t4− . . . (5)

Проiнтегрувавши обидвi части-
ни цього рiвняння вiд 0 до x, Ейлер
отримав розклад для натурального логарифма у сучасному виглядi:

ln(1 + x) =

∫ x

0

dt

1 + t
= x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . . при |x| < 1 (6)

Це стало справжнiм проривом для навiгацiї та астрономiї XVIII сто-
лiття, оскiльки дозволило створювати дуже точнi логарифмiчнi таблицi.

Приклад 1.1. Для надскладного завдання (у часи Ейлера) – обчислення
ln 2 застосуємо ряд (6) при x = 1:

ln 2 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− . . . (7)

Хоча отриманий знакозмiнний гармонiчний ряд збiгається досить по-
вiльно, сам факт того, що трансцендентне число можна виразити через
нескiнченну суму простих дробiв, став сенсацiєю.

Успiх iз логарифмом вiдкрив шлях до аналогiчного обчислення будь-
яких значень sinx, cosx та iнших функцiй з будь-якою кiлькiстю знакiв
пiсля коми, що було критично важливо для морської навiгацiї, де помилка
в розрахунках могла призвести до вiдхилення корабля на сотнi миль.
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Тригонометричнi функцiї.

До Ейлера sinx i cosx вважалися метричними спiввiдношеннями в
трикутнику або вiдрiзками в колi. Ейлер здiйснив перехiд до аналiтичної
тригонометрiї, представивши їх як нескiнченнi полiноми.

Рис. 5. Геометрiя кола та перiодичнi функцiї.
На рис. 5 продемонстровано фундаментальний зв’язок мiж геометри-

чними проекцiями в колi та їхнiм функцiональним представленням у ви-
глядi хвиль. Ейлер зрозумiв, що цi «рухи» вздовж осей можна описати
не через лiнiйку, а через чистi числовi ряди.

Для виводу цих рядiв вiн скористався властивостями симетрiї та ло-
гiкою, подiбною до виводу експоненти. Оскiльки косинус є парною фун-
кцiєю (cos(−x) = cosx), його розклад повинен мiстити лише парнi степенi
x. Синус, як непарна функцiя (sin(−x) = − sinx), має складатися лише
з непарних степенiв.

Ейлер припустив, що цi функцiї мають вигляд:

cosx = 1 +Ax2 +Bx4 + Cx6 + . . . (8)

sinx = x+Dx3 + Ex5 + Fx7 + . . . (9)
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Коефiцiєнти вiн знайшов, аналiзуючи формулу Муавра (45) для кра-
тних кутiв (sin(nx) та cos(nx)) при нескiнченно великому n. Це дозволило
йому отримати знаменитi розклади:

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . . (10)

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . . (11)

Цi формули «вiдiрвали» тригонометрiю вiд креслень. Тепер sinx став
не просто «протилежним катетом», а числовим законом, який можна об-
числити для будь-якого значення x, навiть якщо воно не вiдповiдає жо-
дному куту в реальному трикутнику. Це вiдкрило шлях до математичного
опису будь-яких коливань та хвиль у природi.

Синтез експоненти та тригонометрiї через комплексну змiнну.

Найвеличнiшим досягненням Ейлера стало поєднання у комплексно-
му просторi ранiше непов’язаних експоненцiальних та тригонометричних
функцiй за допомогою формули (42).

Рис. 6. Синтез Ейлера.

Це перетворило складнi триго-
нометричнi перетворення на про-
стi алгебраїчнi манiпуляцiї з пока-
зниками степеня.

На рис. 6 наочно продемон-
стровано цей синтез: комплексна
експонента постає як тривимiрна
спiраль (Helix), що поєднує в со-
бi обертання по колу та гармонiйнi
коливання синуса й косинуса, якi є її проекцiями на вiдповiднi площини.

Функцiя як нескiнченний добуток.

Ейлер знайшов дивовижне представлення для тригонометричних фун-
кцiй (28), яке дозволило розглядати їх не як геометричнi вiдношення, а як
аналiтичнi об’єкти з нескiнченною кiлькiстю коренiв. Це дозволило йому
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згодом розв’язати Базельську задачу (25), представивши sinx через його
нулi на числовiй прямiй.

Рис. 7. Згасання похибки добутку.

На рис. 7 вiзуалiзовано про-
цес збiжностi цього добутку: гра-
фiк показує рiзницю (похибку)
мiж точною функцiєю синуса та її
наближенням нескiнченним добу-
тком для рiзних значень N . Чiтко
видно, як зi збiльшенням кiлькостi
множникiв похибка стрiмко пря-
мує до нуля, «притискаючи» мате-
матичну модель до реального гра-

фiка функцiї. Саме цей розклад синуса дозволив Ейлеру перекинути мi-
сток вiд тригонометрiї до теорiї нескiнченних сум та Дзета-функцiї.

Неявнi функцiї та диференцiальнi рiвняння.

Запровадивши поняття неявної функцiї F (x, y) = 0 та чiтко розрiзнив-
ши алгебраїчнi та трансцендентнi залежностi, Ейлер створив математи-
чний апарат, здатний описувати динамiку реального свiту. Його пiдхiд
дозволив розв’язувати диференцiальнi рiвняння виду

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, (12)

розглядаючи їх як спiввiдношення мiж змiнними величинами та їхнiми
приростами. Таким чином, математика остаточно перетворилася з «науки
про фiгури» на «науку про функцiї», ставши унiверсальним iнструментом
фiзики та iнженерiї.

1.3 Приборкання нескiнченностi.

Леонард Ейлер володiв унiкальною, майже мiстичною iнтуїцiєю в ро-
ботi з нескiнченними процесами. У XVIII столiттi поняття границi та
збiжностi ще не мали суворого логiчного обґрунтування, проте Ейлер,
оперуючи нескiнченно великими та малими величинами як звичайними
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числами, спромiгся отримати результати, якi пiзнiше пiдтвердилися з аб-
солютною строгiстю. Вiн перетворив нескiнченнi ряди з допомiжного за-
собу наближених обчислень (яким вони були за часiв Лейбнiца, чий шлях
ми дослiджували у працi «Вiд механiчного калькулятора до теорiї мо-
над: унiверсальний розум Лейбнiца в iнтегруваннi свiту iдей (From the
Mechanical Calculator to the Theory of Monads: Leibniz’s Universal Mind in
Integrating the World of Ideas)») на фундаментальну мову математичного
аналiзу.

Перетворення Ейлера.

Ейлер розробив унiкальний метод перетворення рядiв, який став одним
iз перших iнструментiв «чисельного прискорення» в iсторiї. Це перетворе-
ння дозволяє замiнити повiльно збiжний знакозмiнний ряд новим рядом,
який наближається до суми експоненцiально швидко.

n (кiлькiсть членiв)

Sn (часткова сума)

Точна сума

Звичайний ряд:
сильнi коливання

Перетворення Ейлера:
миттєва збiжнiсть

Рис. 8. Порiвняння швидкостi збiжностi.

На рис. 8 наочно продемонстровано ефект такого прискорення: там,
де звичайний знакозмiнний ряд демонструє широкi амплiтуднi коливан-
ня, метод Ейлера миттєво «заспокоює» процес, досягаючи результату за
лiченi кроки.
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∆4a0

Дiагональ Ейлера:
основа нового

швидкого ряду

Рис. 9. Структура скiнченних рiзниць.

Ця дивовижна ефективнiсть не була випадковою знахiдкою – вона
випливала з особливого стилю мислення Ейлера, який умiв бачити за чи-
слами прихованi структури. На рис. 9 показано, як Ейлер «розкладав»
числа на шари змiн, виявляючи внутрiшню логiку, приховану вiд звичай-
ного погляду. Кожен елемент на видiленiй дiагоналi цiєї схеми вiдповiдає
значенню внутрiшньої суми для певного n, яке вчений згодом послiдовно
«зважує» за допомогою степенiв двiйки.

Щоб збагнути механiзм такої трансформацiї, слiд зазирнути в аналiти-
чну «кухню» вченого. Ейлер застосував надзвичайно смiливий для XVIII
столiття пiдхiд: вiн почав працювати з математичними «операторами»
як зi звичайними числами, перетворивши самi дiї на об’єкти алгебраїчних
манiпуляцiй. Наприклад, для знакозмiнного ряду S = a0−a1+a2−a3+. . .
його логiка виглядала так (загальна схема на рис. 10):

• Крок 1. Оператор зсуву E. Нехай E перетворює ak на наступний
член ak+1 (Eak = ak+1). Тодi весь ряд можна записати через перший
член a0:

S = a0 −Ea0 +E2a0 −E3a0 + · · · = (1−E +E2 −E3 + . . . )a0 (13)

• Крок 2. Геометрична прогресiя. Вираз у дужках ми можемо
згорнути за формальною формулою суми геометричної прогресiї зi
знаменником −E:

S =
1

1 + E
a0 (14)
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• Крок 3. Трюк Ейлера. Щоб отримати швидку збiжнiсть, Ейлер
видiляє у знаменнику двiйку, готуючи вираз до нового розгортання:

S =
1

2− (1− E)
a0 =

1

2
·

(
1

1− 1−E
2

)
a0 (15)

• Крок 4. Повернення до нескiнченного ряду. Тепер дрiб у дуж-
ках знову розгортається у геометричну прогресiю, але вже за «но-
вим» знаменником q = 1−E

2 :

S =
1

2

[
1 +

(
1− E

2

)
+

(
1− E

2

)2

+ . . .

]
a0 =

∞∑
n=0

(1− E)n

2n+1
a0 (16)

• Крок 5. Бiном Ньютона. Залишилося розкрити дужки (1 − E)n

та застосувати результат до a0. Це перетворює операторну констру-
кцiю на звичну суму через бiномiальнi коефiцiєнти:

S =

∞∑
n=0

1

2n+1

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)kEka0 =

∞∑
n=0

1

2n+1

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)kak (17)

Вихiдний ряд
S = (1 − E + E2 − . . . )a0

Алгебраїчний маневр
1

1+E = 1
2 · 1

1− 1−E
2

Новий швидкий ряд
S =

∑
1

2n+1 ∆na0

Механiзм E:
E · a0 → a1

E2 · a0 → a2

En · a0 → an

Рис. 10. Логiка перетворення.

Цей п’ятикроковий аналiтичний
маневр, вiзуалiзований на рис. 10, нао-
чно iлюструє перехiд вiд традицiйного
додавання членiв ряду до iнтелекту-
ального манiпулювання його структу-
рою. Оператор зсуву E тут виступає
у ролi «iнструмента-манiпулятора»,
який дозволяє Ейлеру переупакувати
iнформацiю ряду в нову, набагато ефе-
ктивнiшу форму. Саме такий пiдхiд дозволив вченому випередити час i
створити методи обчислень, що не втратили актуальностi й сьогоднi.

Приклад 1.2. Застосуємо це перетворення до «парадоксального» розбi-
жного ряду Грандi: 1− 1+1− 1+ . . . , де всi ak = 1. Для будь-якого n > 0

внутрiшня сума перетворюється на розклад бiнома (1− 1)n, що дорiвнює
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нулю:
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k · 1 = (1− 1)n = 0 (18)

Єдиний ненульовий член виникає лише при n = 0:

S =
1

20+1
·
(
0

0

)
(−1)0 · 1 =

1

2
(19)

Таким чином, формула миттєво видає чiтке середнє значення 1/2.

Формула Ейлера–Маклорена.

Один iз його найпотужнiших винаходiв, що став «мiстком» мiж дис-
кретним додаванням та неперервним iнтегруванням:

n∑
i=1

f(i) =

∫ n

1

f(x)dx+
f(1) + f(n)

2
+

m∑
k=1

B2k

(2k)!
∆f (2k−1) +Rm, (20)

Рис. 11. Зв’язок суми та iнтеграла.

На рис. 11 наочно продемон-
стровано геометричну проблему,
яку розв’язує ця формула. Сума
значень функцiї (зображена пря-
мокутниками) лише приблизно до-
рiвнює площi пiд синьою кривою
(iнтегралу). Ми бачимо, що в пев-
них мiсцях iнтеграл дає завищений

результат (зеленi зони), а в iнших – занижений (червонi зони).
У формулi (20) iнтеграл дає основне наближення суми, другий до-

данок – середнє значень на кiнцях вiдрiзка – коригує похибку країв,
третiй – сума рiзниць похiдних f (2k−1)(n)− f (2k−1)(1) iз числами Бер-
нуллi (B2k) – враховує найменшi «вигини» кривої, а Rm є залишком. Ця
формула дозволила Ейлеру замiнити тижнi нудної арифметики на хви-
лини аналiтичної роботи, досягаючи ювелiрної точностi в астрономiчних
i геодезичних розрахунках.

Приклад 1.3. Розглянемо обчислення суми першої тисячi членiв ряду
обернених квадратiв:

∑1000
n=1

1
n2 i практичну потужнiсть формули Ейлера-

12



Маклорена (20) для цього. У той час математики лише здогадувалися,
до якого числа прямує цей ряд, а безпосереднє додавання тисячi дробiв
було надзвичайно виснажливим. Ейлер змiг отримати результат за кiлька
хвилин:

1. Головне наближення (iнтеграл):
∫ 1000

1
1
x2 dx =

[
− 1

x

]1000
1

= 1 −
1

1000 = 0,999.

2. Крайова поправка: f(1)+f(1000)
2 = 1+0,000001

2 ≈ 0,5.

3. Корекцiя «вигину» (через похiдну f ′(x) = −2/x3): B2

2! (f
′(1000)−

f ′(1)) ≈ 1
12 (0 + 2) = 0,1666...

Сума цих трьох компонентiв дає ≈ 1,6656. Хоча це лише першi чле-
ни формули, отриманий результат уже неймовiрно близький до реально-
го значення суми (яка становить приблизно 1,6439...). Використання ще
кiлькох доданкiв дозволило Ейлеру обчислити це значення з точнiстю до
20 знакiв пiсля коми – демонстрацiя сили iнтелектуального алгоритму,
який задовго до появи ЕОМ дозволив пiдкорити нескiнченнiсть, замiнив-
ши мiльярди механiчних операцiй декiлькома точними формулами.

1.4 Гармонiчний ряд i стала Ейлера-Маскеронi.

На яку вiдстань за край столу можна висунути конструкцiю з одна-
кових цеглин, що тримається лише за рахунок власної ваги? (рис.12)

Рис. 12. Укладання блокiв.

На перший погляд здається, що
така конструкцiя впаде вже пiсля
другої чи третьої цеглини. Про-
те математика вражає: використо-
вуючи достатню кiлькiсть блокiв,
можна отримати будь-яку вiд-
стань – хоч кiлометр, хоч дов-
жиною в галактику!

Секрет цього парадокса криє-
ться в об’єктi, який Ейлер дослiджував у своїй «лабораторiї рядiв», –
гармонiчному рядi. Його назва має вишукане походження з античної
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музичної теорiї: довжини гармонiк струни, що коливається, пропорцiйнi
членам цього ряду: 1, 1/2, 1/3, 1/4 . . . .

Hn =

n∑
k=1

1

k
= 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
. (21)

Хоча на перший погляд здається, що сума має бути скiнченною, цей
ряд розбiгається (прямує до нескiнченностi). Першим це довiв ще у XIV
столiттi французький мислитель Микола Орем (бл. 1320–1382). Його пра-
цi заклали основу для вивчення нескiнченних послiдовностей у Європi,
вплинувши на пiзнiших титанiв науки, зокрема на Ньютона, про внесок
якого ми детально писали у працi «Британський батько математично-
го аналiзу: бiном Ньютона, гравiтацiйна взаємодiя i дисперсiя свiтла
(The British Father of Mathematical Analysis: Newton’s Binomial Theorem,
Gravity, and the Decomposition of Light into Colors)».

Рис. 13. Стала γ як площа.

Ейлер дослiдив, наскiльки швид-
ко зростає цей ряд. Вiн помiтив,
що рiзниця мiж сумою гармонiй-
ного ряду та натуральним логари-
фмом прямує до конкретного фi-
ксованого числа.

Вiзуально ця константа пред-
ставляє сумарну площу (фiолето-
вих) криволiнiйних трикутникiв,

що залишаються мiж схiдчастою дiаграмою ряду та гладкою кривою
y = 1/x (рис. 13).

Так з’явилася стала Ейлера-Маскеронi:

γ = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− lnn

)
≈ 0,5772156649 . . . (22)

Ейлер також знайшов вражаючi iнтегральнi подання для цiєї величи-
ни:

γ = −
∫ ∞

0

e−t ln t dt =

∫ 1

0

(
1

ln t
+

1

1− t

)
dt (23)

Приклад 1.4. Наскiльки повiльно зростає гармонiчний ряд:
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• Щоб висунути мiст за край столу лише на 5 довжин цеглини, зна-
добиться близько 272 блокiв.

• На 50 довжин – кiлькiсть необхiдних цеглин зростає до приголом-
шливих 1,5 · 1043 одиниць.

Для порiвняння: сукупна маса такої кiлькостi цеглин уже значно пе-
ревищувала б масу планети Земля!

Сьогоднi стала Ейлера зустрiчається всюди: вiд теорiї чисел до кван-
тової фiзики. Проте вона приховує таємницю, яка не пiддалася навiть
Ейлеру. На вiдмiну вiд e та π, математики досi не знають, чи є γ рацiо-
нальним чи iррацiональним числом. Це залишається однiєю з найдавнi-
ших вiдкритих проблем, нагадуючи нам, що навiть у фундаментi аналiзу,
закладеному Ейлером, ще iснують непiдкоренi вершини.

1.5 Дзета-функцiя та Базельська сенсацiя.

Дзета-функцiя визначається для s > 1 як

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
= 1 +

1

2s
+

1

3s
+ . . . (24)

Рис. 14. Фiзична аналогiя.

У 1735 роцi 28-рiчний Ейлер
розв’язав «Базельську задачу» – зна-
йти точну суму ряду обернених ква-
дратiв, що вiдповiдає значенню ζ(2).

Ця проблема залишалася вiдкри-
тою з 1644 року i не пiддавалася на-
вiть вчителю Ейлера Йоганну Бернул-
лi та його брату Якобу. Результат Ей-
лера став справжнiм трiумфом аналiтичного методу:

ζ(2) =

∞∑
n=1

1

n2
= 1 +

1

4
+

1

9
+ · · · = π2

6
(25)

На рис. 14 представлено дивовижну «свiтлову» аналогiю цього резуль-
тату. Уявiть нескiнченний ряд однакових лiхтарiв, розташованих на чи-
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словiй прямiй у точках n = 1, 2, 3, . . . . Згiдно з законом зворотних квадра-
тiв, яскравiсть кожного джерела для спостерiгача в точцi 0 зменшується
як 1/n2.

Верхня частина рисунка показує сумарну яскравiсть вiд усiх таких
лiхтарiв, а нижня – яскравiсть лише одного лiхтаря на вiдстанi 1. Резуль-
тат Ейлера (25) доводить, що вся нескiнченна гiрлянда вогнiв свiтитиме
лише в π2/6 ≈ 1,645 раза яскравiше за один перший лiхтар. Поява числа
π у такому контекстi стала справжнiм одкровенням, продемонструвавши
прихований зв’язок мiж арифметикою та геометрiєю Всесвiту.

Рис. 15. Обмеженiсть суми.

На рис. 15 представлена ще одна
наочна iнтерпретацiя: сума оберне-
них квадратiв виглядає як послi-
довне укладання квадратних плиток
площею 1, 1/4, 1/9 i так далi. Навiть
початковий погляд на цю геометри-
чну конструкцiю дає зрозумiти, що
ряд є обмеженим – нескiнченна кiль-
кiсть плиток все одно вписується у
скiнченний прямокутник. Проте за-
лишалося головне питання: як саме
знайти точну «межу» цiєї площi?

Iдея доведення Ейлера була генi-
ально простою. Вiн розглянув sinx

як «полiном нескiнченного степеня».
Скориставшись степеневим розкла-
дом (який сьогоднi ми називаємо ря-
дом Тейлора), вiн записав:

sinx

x
= 1− x2

3!
+
x4

5!
− . . . (26)

Коренi цiєї функцiї – x = ±π,±2π,±3π, . . .. За аналогiєю зi скiнчен-
ними многочленами, Ейлер представив функцiю як добуток множникiв
вигляду (1− x/r). Оскiльки коренi йдуть парами з протилежними знака-
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ми, вiн згрупував їх попарно:

(
1− x

nπ

)(
1 +

x

nπ

)
=

(
1− x2

n2π2

)
(27)

Це дозволило йому записати sin x
x у виглядi дивовижної нескiнченної

конструкцiї:

sinx

x
=

(
1− x2

π2

)(
1− x2

4π2

)(
1− x2

9π2

)
· · · =

∞∏
n=1

(
1− x2

n2π2

)
(28)

Рис. 16. Покрокове формування графiка синуса.
На рис. 16 вiзуалiзовано цей процес: ми бачимо, як множення послiдов-

них парабол «вигинає» графiк, поступово перетворюючи його на хвилю
синуса з вiдповiдними коренями.

Порiвнявши коефiцiєнти при x2 у рядi й у добутку, Ейлер одразу отри-
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мав:
∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
. (29)

Поява π в сумi обернених квадратiв здавалася сучасникам магiєю. Ви-
користовуючи той самий метод, вчений обчислив i вищi парнi значення:

ζ(4) =
π4

90
, ζ(6) =

π6

945
, ζ(8) =

π8

9450
. (30)

Загальна формула для значень Дзета-функцiї ζ(2k) через числа Бер-
нуллi стала вiнцем цього етапу дослiджень Ейлера:

ζ(2k) =
(−1)k+1B2k(2π)

2k

2 (2k)!
. (31)

Цей результат перетворив розрiзненi суми на цiлiсний математичний
об’єкт, який через столiття Бернгард Рiман розширить на комплексну
площину, заклавши фундамент для найважливiшої нерозв’язаної задачi
сучасностi – гiпотези Рiмана.

1.6 Число Ейлера e – константа росту.

Хоча наближення e зустрiчалися ще в Непера та Якоба Бернуллi, саме
Ейлер дав константi iм’я, визначив її природу й зробив центром аналiзу:

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
=

∞∑
n=0

1

n!
. (32)

Рис. 17. Властивiсть експоненти.

На рис. 17 наочно продемон-
стровано «магiю» експоненти: у
будь-якiй точцi кривої крутизна її
пiдйому (нахил дотичної) чисель-
но збiгається з висотою графiка
над вiссю x. Як ми вже зазначали,
Ейлер першим зрозумiв, що фун-
кцiя f(x) = ex є унiкальною саме
завдяки цiй властивостi.
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Мовою аналiзу це означає:

d

dx
ex = ex,

∫
exdx = ex + C (33)

Ця особливiсть робить e «природною» основою математики. Будь-
який процес у природi, де швидкiсть росту пропорцiйна поточному стану –
вiд розмноження бактерiй та поширення вiрусiв до зростання капiталу
за складними вiдсотками – описується саме через число Ейлера. Таким
чином, константа e виступає унiверсальним математичним кодом самого
життя та його розвитку.

Приклад 1.5. Найкраще зрозумiти природу числа e можна на прикладi
нарахування вiдсоткiв. Уявiть, що ви поклали $100 пiд 100% рiчних.

• Якщо вiдсотки нараховуються один раз на рiк, ви отримаєте $200.

• Якщо щоквартально, капiтал зростатиме за принципом «вiдсотки
на вiдсотки», що дасть уже $244,14.

• Якщо ж робити це щомитi (неперервно), сума не зростатиме не-
скiнченно, вона наблизиться до збiльшення в e ≈ 2,718 разiв - фун-
даментальної межi, яку встановив Всесвiт (рис. 18).

Рис. 18. Вiзуалiзацiя траєкторiї складних вiдсоткiв.
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Доведення iррацiональностi e.

Ейлер став першим, хто довiв iррацiональнiсть e у 1737 роцi (опублi-
ковано 1744), спираючись на дивовижний розклад цього числа у нескiн-
ченний ланцюговий дрiб (рис. 19).

e = 2 +
1

1 +
1

2+
1

1 +
1

1 +
1

4+
1

1 + . . .

Рис. 19. Ланцюговий дрiб e.

Найбiльшим сюрпризом для вче-
ного стало те, що за iррацiональною
природою константи прихована заво-
рожуюча внутрiшня гармонiя. На вiд-
мiну вiд числа π, чий розклад у лан-
цюговий дрiб виглядає хаотичним, не-
скiнченна структура для e вибудовує
строгий ритм парних чисел, роздiле-
них одиницями.

У компактному записi [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, . . . ] цей «математичний пульс»
Всесвiту проявляється як послiдовнiсть блокiв 1, 2n, 1. Оскiльки цей дрiб
нiколи не закiнчується, Ейлер зробив логiчний висновок: число e не може
бути рацiональним. Саме це вiдкриття стало для нього першим кроком
до об’єднання процесiв росту та обертання у комплекснiй площинi. Про-
те сьогоднi бiльш вживаним є аналiтичне доведення, що спирається на
введений Ейлером ряд: e =

∑∞
n=0

1
n! .

Доведення. Припустимо супротивне: нехай e є рацiональним числом, тоб-
то e = p

q , де p, q ∈ N. Оскiльки 2 < e < 3, то e не є цiлим, отже знаменник
q ≥ 2.

Розглянемо число x, яке утворюється шляхом множення факторiала
знаменника на рiзницю мiж числом e та частковою сумою його ряду до
q-го члена:

x = q!

(
e−

q∑
n=0

1

n!

)
= q!

( ∞∑
n=0

1

n!
−

q∑
n=0

1

n!

)
= q!

∞∑
n=q+1

1

n!
(34)

1. Чому x має бути цiлим?
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Пiдставимо припущення e = p/q у перше представлення x формули 34:

x = q! · p
q
− q!

q∑
n=0

1

n!
= (q − 1)! · p︸ ︷︷ ︸

∈Z

−
q∑

n=0

q!

n!︸ ︷︷ ︸
∈Z

(35)

Оскiльки q!/n! для всiх n ≤ q є цiлим числом, то x як рiзниця двох
цiлих чисел також має бути цiлим.

2. Оцiнка величини x.
З iншого боку, зважаючи на розклад e у нескiнченний ряд (друге пред-
ставлення x у формулi 34), вираз у дужках є залишком («хвостом») цього
ряду вiд члена q + 1 до нескiнченностi (третiй вираз x у формулi 34):

x = q!

(
1

(q + 1)!
+

1

(q + 2)!
+ . . .

)
=

1

q + 1
+

1

(q + 1)(q + 2)
+ . . . (36)

Очевидно, що x > 0, оскiльки всi доданки додатнi. Оцiнимо суму звер-
ху, замiнивши кожен множник у знаменниках (крiм першого) на (q + 1):

x <
1

q + 1
+

1

(q + 1)2
+

1

(q + 1)3
+ . . . (37)

Перед нами нескiнченна геометрична прогресiя з першим членом a =
1

q+1 та знаменником r = 1
q+1 . Її сума дорiвнює:

S =
a

1− r
=

1/(q + 1)

1− 1/(q + 1)
=

1

q
(38)

Отже, ми отримали, що 0 < x < 1
q , а це суперечнiсть: число x одно-

часно має бути цiлим i знаходитися в iнтервалi (0, 1). Отже, припущення
про рацiональнiсть e було хибним, що й доводить iррацiональнiсть числа
Ейлера.

R
0 1 2

1
q ≤ 1

2

x

Немає цiлих чисел
в iнтервалi (0, 1/q)

Рис. 20. Геометрична суперечнiсть: x ∈ Z та x ∈ (0, 1/q) ⊂ (0, 1).
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1.7 Уявна одиниця i.

Починаючи з епохи Вiдродження (Кардано, Бомбеллi), математики
стикалися з квадратними коренями з вiд’ємних чисел пiд час розв’язання
кубiчних рiвнянь, але називали їх «софiстичними», «неможливими» або
«уявними». Ейлер став першим, хто припинив ставитися до них як до
прикрої аномалiї та побудував на їхнiй основi логiчну замкнену систему.

Його внесок у «легалiзацiю» комплексного свiту складався з кiлькох
фундаментальних крокiв:

• Введення символу i: Протягом тривалого часу вченi писали
√
−1,

що призводило до логiчних помилок (наприклад, чи дорiвнює
√
−1 ·

·
√
−1 =

√
(−1) · (−1) =

√
1 = 1?). У 1777 роцi Ейлер ввiв символ

i (вiд лат. imaginarius) i чiтко визначив його головну властивiсть:
i2 = −1. Це просте позначення миттєво зробило алгебраїчнi манi-
пуляцiї з комплексними числами прозорими та безпечними.

• Алгебраїчна форма та дiї: Ейлер закрiпив запис комплексного
числа у виглядi z = a+ bi, де a та b – дiйснi числа (див. рис. 21). Вiн
показав, що над такими об’єктами можна виконувати всi арифме-
тичнi операцiї, i результат завжди залишатиметься у формi a + bi.
Це була практична демонстрацiя iдеї алгебраїчної замкненостi.

Рис. 21. Число z = a+ bi на комплекснiй площинi.
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• Пiднесення до степеня та коренi: Використовуючи свою форму-
лу eix = cosx+ i sinx, Ейлер навчив свiт добувати коренi будь-якого
степеня з комплексних чисел, що стало основою для теорiї Галуа
та сучасної цифрової обробки сигналiв. Вiн показав, що корiнь n-го
степеня з z = reiφ має рiвно n значень (k = 0, 1, . . . , n − 1), якi на
комплекснiй площинi розташованi симетрично на колi радiуса n

√
r

(див. рис. 22):

n
√
r(cosφ+ i sinφ) = n

√
r

(
cos

φ+ 2kπ

n
+ i sin

φ+ 2kπ

n

)
(39)

Рис. 22. Коренi степеня n = 1, 2, 3, 4 з комплексного числа z = reiφ.

• Геометризацiя аналiзу: Хоча строге геометричне тлумачення ком-
плексної площини з’явилося пiзнiше (Вессель, Арган, Гаусс), саме
Ейлер першим почав розглядати комплексне число як пару значень
(r, φ) – модуль i аргумент. Це перетворило алгебру на iнструмент
для вивчення поворотiв та розтягувань у просторi.
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Ейлер довiв, що комплекснi числа не лише не суперечать логiцi, а й
дозволяють розв’язувати задачi, якi в дiйсних числах не мають розв’язку.
Сьогоднi апарат комплексних чисел є мовою, якою розмовляє вся кванто-
ва механiка (де хвильова функцiя ψ є комплексною за своєю природою),
електротехнiка (метод комплексних амплiтуд для аналiзу змiнних стру-
мiв) та аеродинамiка (опис обтiкання крила лiтака). Ейлер перетворив
«уявний» об’єкт на найреальнiший iнструмент прогресу.

1.8 Найелегантнiша формула математики.

У 1988 роцi читачi журналу The Mathematical Intelligencer визнали
формулу Ейлера «найкрасивiшою формулою в математицi». Один iз най-
видатнiших фiзикiв свiту, Рiчард Фейнман, у своїх славетних лекцiях з
фiзики назвав рiвняння Ейлера «найдивовижнiшою формулою в мате-
матицi». Ще один блискучий математик, сер Майкл Атiя, порiвняв цю
формулу з фразою Гамлета: «Вона є математичним аналогом вислову
«бути чи не бути» – дуже коротка, дуже стисла, але водночас надзвичай-
но глибока». Це вiдкриття стало трiумфом аналiтичної думки Ейлера,
який зумiв побачити глибоку внутрiшню єднiсть там, де iншi бачили ли-
ше розрiзненi дисциплiни: арифметику, геометрiю та аналiз.

Фундаментом цього синтезу стала розроблена Ейлером технiка нескiн-
ченних рядiв. Вiн розглянув степеневi розклади для експоненти та триго-
нометричних функцiй (згаданi нами ранiше), якi дозволяють обчислити
значення цих функцiй через нескiнченне додавання простих дробiв (рис.
23):

Рис. 23. Степеневi розклади для експоненти, косинуса та синуса.

24



Ейлер здiйснив смiливий крок, пiдставивши уявний аргумент ix за-
мiсть дiйсного x у розклад експоненти:

eix = 1 + (ix) +
(ix)2

2!
+

(ix)3

3!
+

(ix)4

4!
+

(ix)5

5!
+ . . . (40)

= 1 + ix− x2

2!
− i

x3

3!
+
x4

4!
+ i

x5

5!
− . . . (41)

Рис. 24. Формула Ейлера на оди-
ничному колi.

Згрупувавши окремо дiйснi та
уявнi частини, вiн отримав фунда-
ментальне спiввiдношення, вiдоме як
формула Ейлера (рис. 24):

eix = cosx+ i sinx (42)

Найвiдомiшим наслiдком цiєї рiв-
ностi став частковий випадок при x =

π, що дає тотожнiсть Ейлера:

eiπ + 1 = 0 (43)

Рис. 25. Тотожнiсть Ейлера з п’яти
фундаментальних констант.

Цей лаконiчний вираз об’єднує
п’ять фундаментальних констант
математики (рис. 25), кожна з яких
уособлює цiлий роздiл науки: 0 та 1

(арифметика), i (алгебра), π (геоме-
трiя) та e (аналiз).

Формула (42) радикально спро-
стила математичний свiт, дозволив-
ши замiнити громiздкi тригономе-
тричнi перетворення на простi дiї з
показниками степенiв. З неї безпосе-
редньо випливають вирази для три-
гонометричних функцiй через екс-
поненту:

cosx =
eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i
(44)
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Рис. 26. Геометрична iнтер-
претацiя формули Муавра.

Одночасно одним iз потужних застосу-
вань i важливою основою для виводу фор-
мули Ейлера є формула Муавра для
пiднесення комплексного числа до степе-
ня n (рис. 26):

(cosx+ i sinx)n = cos(nx)+ i sin(nx) (45)

Саме аналiз цiєї закономiрностi для не-
скiнченно великих показникiв n дозволив
Ейлеру побачити зв’язок мiж тригономе-
трiєю та процесами експоненцiального ро-

сту. У сучасному ж аналiзi ми бачимо елегантний ланцюжок рiвностей:

(cosx+ i sinx)n = (eix)n = einx = cos(nx) + i sin(nx), (46)

який перетворює складне доведення на очевидну властивiсть степеня.

Приклад 1.6. Щоб знайти cos 3x, скористаємося формулою Муавра:

cos 3x+ i sin 3x = (cosx+ i sinx)3 (47)

Розкриємо праву частину за формулою бiнома Ньютона (a + b)3 =

a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3, де a = cosx, а b = i sinx:

(cosx+ i sinx)3 = cos3 x+ 3i cos2 x sinx+ 3i2 cosx sin2 x+ i3 sin3 x (48)

Враховуючи властивостi уявної одиницi (i2 = −1 та i3 = −i), згрупує-
мо дiйснi та уявнi доданки:

(cosx+ i sinx)3 = (cos3 x− 3 cosx sin2 x)︸ ︷︷ ︸
Re

+i (3 cos2 x sinx− sin3 x)︸ ︷︷ ︸
Im

(49)

Прирiвнюючи дiйснi частини лiвої та правої сторiн, отримуємо:

cos 3x = cos3 x− 3 cosx sin2 x (50)
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Щоб виразити результат лише через косинус, застосуємо основну то-
тожнiсть sin2 x = 1− cos2 x:

cos 3x = cos3 x− 3 cosx(1− cos2 x)

= cos3 x− 3 cosx+ 3 cos3 x

= 4 cos3 x− 3 cosx (51)

Таким чином, Ейлер змiг витягнути на свiтло невидимi зв’язки Все-
свiту, об’єднавши їх в одну найелегантнiшу формулу: сьогоднi будь-яке
гармонiйне коливання – вiд звуку голосу до радiохвиль та квантових ста-
нiв частинок – описується ейлерiвською експонентою Aei(ωt+φ). Зокрема,
дiйсне та уявне значення цiєї експоненти задають взаємопов’язанi синусо-
їдальнi й косинусоїдальнi гармонiки (як на рис. 27), якi описують фiзичнi
процеси з зсувом фаз на π/2 (наприклад, коливання напруги та струму в
LC-контурi).

Рис. 27. Класичний LC-контур з гармонiчними коливаннями.

1.9 Логарифми та велика суперечка.

Леонард Ейлер поставив крапку в iнтелектуальнiй дуелi, що тривала
понад пiв столiття мiж двома титанами — Готфрiдом Лейбнiцом та Йо-
ганном Бернуллi. Суперечка точилася навколо питання: чому дорiвнює
логарифм вiд’ємного числа?

Лейбнiц стверджував, що логарифми вiд’ємних чисел не iснують, оскiль-
ки логарифмiчна функцiя зростає повiльнiше за будь-який степiнь.
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Рис. 28. Багатозначнiсть компле-
ксного логарифма.

Натомiсть Бернуллi, спираючись
на правила диференцiювання, дово-
див, що ln(−x) = ln(x). Його аргумент
був логiчним: оскiльки d(ln(−x)) =
−1
−xdx = 1

xdx = d(lnx), то пiсля iн-
тегрування функцiї вони мають бути
рiвними.

У 1749 роцi Ейлер опублiкував
працю «Дослiдження про справжнi
коренi рiвнянь», де показав, що обидва
вченi помилялися, оскiльки розгляда-
ли логарифм як однозначну функцiю
на дiйснiй прямiй. Використовуючи
свою фундаментальну формулу eix = cosx+ i sinx, Ейлер вивiв загальну
теорiю багатозначностi комплексного логарифма (рис. 28):

• Багатозначнiсть логарифма: Якщо будь-яке число z ̸= 0 пред-
ставити у показниковiй формi:

z = rei(φ+2kπ), (52)

де r = |z|, φ – аргумент числа, а k ∈ Z (k = 0,±1,±2, . . . ), то
логарифм комплексного числа визначається як:

Ln(z) = ln |z|+ i(φ+ 2kπ). (53)

• Логарифм вiд’ємної одиницi: Для числа −1 модуль r = 1, а
аргумент φ = π. Отже, логарифм вiд’ємної одиницi має нескiнченну
кiлькiсть значень, жодне з яких не є дiйсним:

Ln(−1) = i(π + 2kπ). (54)

Головне значення (k = 0) дорiвнює iπ. Це пояснило помилку Бернул-
лi: хоча похiднi ln(x) та ln(−x) однаковi, самi функцiї вiдрiзняються
на комплексну константу iнтегрування C = iπ.
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• Логарифм уявної одиницi: Аналогiчно, Ейлер показав, що лога-
рифми суто уявних чисел також є комплексними:

Ln(i) = i
(π
2
+ 2kπ

)
. (55)

Це вiдкриття мало колосальнi наслiдки. Ейлер продемонстрував, що
комплекснi числа не є «математичною аномалiєю», а складають цiлiсну,
логiчно замкнену систему. Вiн фактично створив аналiтичний фунда-
мент комплексного свiту, де логарифмування, пiднесення до степеня та
тригонометрiя злилися в єдине цiле. Наприклад, вiн змiг обчислити навiть
таке екзотичне значення, як «уявна одиниця в степенi уявної одиницi»:

ii = (eiπ/2)i = ei
2π/2 = e−π/2 ≈ 0,207879... (56)

Той факт, що уявне число в уявному степенi може дати цiлком реальне
дiйсне число, став справжнiм трiумфом ейлерiвського аналiзу, розширив-
ши межi математичного свiту до нескiнченностi.

1.10 Гамма-функцiя: iнтерполяцiя неможливого.

Однiєю з найскладнiших задач математики XVIII столiття була про-
блема «iнтерполяцiї факторiала» (рис. 29).

Рис. 29. Iнтерполяцiя факторiа-
ла: пошук кривої.

Факторiал (n! = 1 · 2 · 3 . . . n) за
своєю природою є дискретною фун-
кцiєю. Математики (зокрема Данiель
Бернуллi та Христiан Гольдбах) за-
далися питанням: чи можна знайти
плавну криву, яка проходить через то-
чки факторiала i дозволяє обчислити,
наприклад,

(
1
2

)
! або (2,5)!?

У 1729 роцi в листах до Гольдбаха
Ейлер представив розв’язок, запропо-

нувавши замiнити дискретний добуток визначеним iнтегралом:

I(s) =

∫ ∞

0

e−tts dt (57)
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Для того, щоб перевiрити, чи притаманна цьому iнтегралу властивiсть
факторiала, застосуємо iнтегрування частинами (

∫
u dv = uv−

∫
v du), де

u = ts, а dv = e−tdt:

I(s) =
[
−tse−t

]∞
0︸ ︷︷ ︸

0

+

∫ ∞

0

sts−1e−t dt = s · I(s− 1) (58)

Ми отримали рекурсiю I(s) = s ·I(s−1), яка повнiстю повторює закон
факторiала. Обчисливши базове значення для s = 0:

I(0) =

∫ ∞

0

e−tdt =
[
−e−t

]∞
0

= 1 = 0! (59)

Звiдси за iндукцiєю стає зрозумiло, що для цiлих n: I(n) = n!. По-
будована таким чином неперервна функцiя (рис. 30) поширює закон фа-
кторiала на довiльнi дiйснi числа: гладка крива iнтерполяцiї факторiа-
ла при x > 0 та вертикальнi асимптоти (пунктирнi лiнiї) у точках x =

0,−1,−2,−3,−4, де функцiя прямує до нескiнченностi.

Рис. 30. Графiк Гамма-функцiї Γ(x) на дiйснiй осi.

Означення та дивовижнi властивостi.

Ейлер визначив функцiю Γ(z), яку сьогоднi називають iнтегралом Ей-
лера другого роду. Важливо зауважити змiну змiнної z = s+ 1:

Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1e−t dt =⇒ Γ(n+ 1) = n!. (60)
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Вихiд у комплексну область вiдкриває повну геометрiю цiєї функцiї
(рис. 31): вона є голоморфною по всiй комплекснiй площинi, за винятком
точок z = 0,−1,−2, . . . , де має простi полюси.

Ця функция приховує в собi дивовижнi зв’язки:

• Зв’язок iз числом π: Одним iз найвражаючих результатiв стало
обчислення Γ

(
1
2

)
. Через замiну змiнних цей iнтеграл зводиться до

iнтеграла Гаусса, що дає:

Γ

(
1

2

)
=

√
π =⇒

(
−1

2

)
! =

√
π. (61)

• Формула доповнення: Ейлер знайшов мiсток мiж Гамма-функцiєю
та тригонометрiєю:

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
. (62)

Рис. 31. Модуль Гамма-функцiї |Γ(z)| у комплекснiй площинi.

Саме формула (62) стала ключем для Бернгарда Рiмана у доведеннi
функцiонального рiвняння Дзета-функцiї, встановивши симетрiю, на якiй
базується знаменита гiпотеза Рiмана.
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На рис. 31 представлено «рельєф» Гамма-функцiї у комплексному про-
сторi. Ейлер змiг побачити цей нескiнченний ландшафт очима розуму
задовго до появи сучасної комп’ютерної графiки. Проте вчений не зупи-
нився на одному типi iнтегралiв. Поряд iз Гамма-функцiєю вiн дослiдив її
«дзеркального партнера» – iнтеграл першого роду, вiдомий як Бета-
функцiя:

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
(63)

Те, що у XVIII столiттi здавалося сучасникам лише витонченими «iгра-
ми з нескiнченнiстю», через двiстi рокiв перетворилося на фундамент су-
часної технологiчної цивiлiзацiї:

1. Квантова фiзика. У 1968 ро-
цi Габрiеле Венецiано використав
Бета-функцiю для опису взаємодiї
частинок, що започаткувало те-
орiю струн. Її геометричним втi-
ленням є многовиди Калабi–Яу
(рис. 32).

2. Статистика та IТ. Гамма-
розподiл (рис. 33), побудований
на iнтегралах Ейлера, є базовим
для моделювання черг, аналiзу
надiйностi систем та трафiку в
мережах.

3. Аналiтичне продовження. Ей-
лер навчив науку «виходити за
межi» дискретного, перетворив-
ши цифри на неперервний ланд-
шафт, що дозволило вивчати
об’єкти, якi ранiше вважалися не-
можливими.

Рис. 32. Многовид Калабi-Яу.

Рис. 33. Гамма-розподiл.
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1.11 «Конституцiя» аналiзу та варiацiйне числення.

Ейлер створив фундаментальну «трилогiю», яка на два столiття впе-
ред визначила канон математичної освiти. Цей грандiозний цикл праць
став справжньою «Конституцiєю» для всiх майбутнiх математикiв:

1. «Вступ до аналiзу нескiнченно малих» (1748) – теорiя функцiй, ря-
ди, комплекснi числа;

2. «Основи диференцiального числення» (1755) – теорiя похiдних та
пошук екстремумiв функцiй;

3. «Основи iнтегрального числення» (1768–1770) – фактично створен-
ня теорiї диференцiальних рiвнянь i основ варiацiйного числення.

Якщо диференцiальне числення Ейлера вчило знаходити найкращi
точки (мiнiмуму чи максимуму), то створене ним варiацiйне числення
дозволило знаходити найкращi шляхи. Це був вихiд на новий рiвень аб-
стракцiї: вiд пошуку екстремумiв функцiй до пошуку екстремумiв фун-
кцiоналiв.

Рис. 34. Метафора функцiо-
нала.

Цю концепцiю можна проiлюструва-
ти витонченою математичною метафорою
(рис. 34): якщо окремi митi щастя — це ли-
ше точки на графiку, то саме життя по-
стає як «функцiонал» — складний iнте-
гральний пiдсумок усього шляху вiд на-
родження до смертi. Варiацiйне числення
Ейлера навчило науку працювати саме з
такими цiлiсними об’єктами.

У 1744 роцi Ейлер опублiкував працю, в якiй заклав основи цього мето-
ду. Пiзнiше, завдяки вдосконаленням 19-рiчного Жозефа-Луї Лагранжа,
цей напрям отримав назву варiацiйного числення.

Функцiонал — це вiдображення, що кожнiй функцiї ставить у вiдпо-
вiднiсть число (наприклад, довжину кривої або час руху по нiй):

J [y] =

∫ b

a

F (x, y, y′) dx (64)
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Необхiдна умова пошуку таких шляхiв – рiвняння Ейлера–Лагранжа:

∂F

∂y
− d

dx

(∂F
∂y′

)
= 0. (65)

Iдея доведення. Ейлер i Лагранж використали метод «варiацiй»: якщо ми
трохи вiдхилимося вiд оптимальної кривої (y+ ϵη), то значення функцiо-
нала має змiнитися. Умова того, що перша похiдна за цим вiдхиленням
дорiвнює нулю (dJdϵ

∣∣
ϵ=0

= 0), i приводить нас до рiвняння (65).

Практична сила цього методу була продемонстрована на класичних
задачах, якi ранiше здавалися нездоланними.

Приклад 1.7 (Задача про брахiстохрону). Потрiбно знайти криву най-
швидшого спуску мiж двома точками пiд дiєю гравiтацiї. Час спуску ви-
ражається функцiоналом:

T =

∫ x2

x1

√
1 + (y′)2√

2gy
dx (66)

Застосувавши рiвняння (65), Ейлер довiв, що цiєю кривою є не пря-
ма, а циклоїда – траєкторiя, яку описує точка на колi, що котиться по
прямiй.

Рис. 35. Геодезична лiнiя – Path A на
сферi.

Геодезичнi лiнiї – задача про
пошук найкоротшої кривої на ви-
кривленiй поверхнi. Для площини
функцiонал довжини має вигляд:

L =

∫ x2

x1

√
1 + (y′)2 dx (67)

Рiвняння Ейлера для цього ви-
падку спрощується до y′′ = 0, що
дає пряму лiнiю. Проте справжня
сила аналiтичного методу прояв-
ляється на складних поверхнях.

На рис. 35 продемонстровано
випадок для сфери: на вiдмiну вiд
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площини, на поверхнi кулi найкоротшими шляхами є геодезичнi лiнiї -
«прямi» на викривлених поверхнях (Path A).

Метод Ейлера дозволяє знайти такi оптимальнi траєкторiї для будь-
яких об’єктiв – вiд глобуса (що є критично важливим для авiанавiгацiї)
до викривленого простору-часу, що згодом стало математичним фунда-
ментом загальної теорiї вiдносностi Альберта Ейнштейна.

Створенням варiацiйного числення Ейлер завершив побудову «Кон-
ституцiї аналiзу». Вiн показав, що Всесвiт пiдпорядковується принципу
найменшої дiї, а математика є мовою, що дозволяє кiлькiсно виразити цю
економiю зусиль.

1.12 Диференцiальнi рiвняння, чисельнi методи та ви-
хiд у фiзику.

Аналiз Ейлера нiколи не залишався чистою теорiєю – вiн був створе-
ний для пiдкорення реального свiту. Ейлер розробив методи розв’язання
лiнiйних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами, систематично дослiдив рiвня-
ння Ейлера–Кошi та заклав основи гiдродинамiки. Проте його найважли-
вiшим практичним внеском став вихiд за межi точних формул.

Рис. 36. Метод Ейлера.

Розумiючи, що далеко не кожне
рiвняння можна розв’язати аналiти-
чно, Ейлер заклав фундамент су-
часних наближених обчислень. Вiн
запропонував найпростiший i водно-
час фундаментальний чисельний ме-
тод розв’язання диференцiальних рiв-
нянь – метод ламаних, або метод
Ейлера (рис. 36):

yn+1 = yn + h f(xn, yn) (68)

На рис. 36 наочно продемонстровано логiку цього пiдходу: ми рухає-
мося вiд вiдомої точки (x0, y0) вздовж дотичної (червона лiнiя) коротким
кроком h, отримуючи наближене значення (x1, y1). Сьогоднi цей алго-
ритм є «прадiдусем» усiх комп’ютерних симуляцiй – вiд прогнозiв погоди
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до розрахунку траєкторiй космiчних апаратiв.
Для пiдвищення точностi Ейлер згодом розробив метод трапецiй

(покращений метод Ейлера), де використовується допомiжне значення
y∗n+1 = yn + h · f(xn, yn):

yn+1 = yn +
h

2
[f(xn, yn) + f(xn+1, y

∗
n+1)] (69)

Рис. 37. Метод трапецiй

На рис. 37 продемонстровано iдею
цього вдосконалення: замiсть того,
щоб «слiпо» рухатися за дотичною ли-
ше з однiєї точки, ми враховуємо на-
хили в обох кiнцях часового кроку h.
Геометрично це означає, що крива на-
ближається вiдрiзками, якi з’єднують
точки Pi, утворюючи пiд графiком фi-
гури, максимально наближенi до тра-
пецiй.

Крiм розв’язання рiвнянь, Ейлер
потребував iнструментiв для наближеного обчислення нескiнченних сум
та iнтегралiв. Тут на допомогу прийшла вже згадана нами ранiше фор-
мула Ейлера–Маклорена (20). Вона стала унiверсальним засобом,
пов’язавши дискретне додавання з неперервним аналiзом.

Рiвняння Ейлера–Кошi.

Ще одним трiумфом Ейлера у побудовi математичної системи став
метод розв’язання особливого класу лiнiйних диференцiальних рiвнянь,
де степiнь незалежної змiнної x вiдповiдає порядку похiдної:

xny(n) + an−1x
n−1y(n−1) + · · ·+ a1xy

′ + a0y = 0 (70)

Його генiальна здогадка полягала в тому, що розв’язок таких «пропор-
цiйних» конструкцiй слiд шукати не через експоненту, а у виглядi степе-
невої функцiї y = xr. Це дозволило перетворити диференцiальну задачу
на розв’язання звичайного алгебраїчного (характеристичного) рiвняння,
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типи коренiв якого визначають характер поведiнки системи (рис. 38).

(а) Два дiйснi коренi. (б) Кратний корiнь. (в) Комплекснi коренi.

Рис. 38. Типовi кривi розв’язкiв рiвняння Ейлера-Кошi.

Приклад 1.8. Розв’язати x2y′′ + xy′ − y = 0.
Пiдставляємо y = xr:

y′ = rxr−1 (71)

y′′ = r(r − 1)xr−2 (72)

Отримуємо:

x2 · r(r − 1)xr−2 + x · rxr−1 − xr = 0 (73)

Скорочуючи на xr:

r(r − 1) + r − 1 = 0 ⇒ r2 − 1 = 0 ⇒ r = ±1 (74)

Загальний розв’язок:

y = C1x+ C2x
−1 (75)

Метод варiацiї довiльних сталих: математика небесних збурень.

Ейлер першим застосував iдеї «варiацiї параметрiв», розв’язуючи фун-
даментальнi задачi небесної механiки (зокрема, теорiю руху Мiсяця). Вiн
зрозумiв, що для опису реального руху небесних тiл «застиглi» константи
iдеальної траєкторiї мають стати «живими» функцiями, що змiнюються
пiд гравiтацiйним впливом iнших планет.

Для рiвняння y′′+p(x)y′+q(x)y = f(x) з вiдомим загальним розв’язком
однорiдного рiвняння y0 = C1y1+C2y2, розв’язок неоднорiдного рiвняння
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шукається у виглядi:
y = C1(x)y1 + C2(x)y2 (76)

де функцiї C1(x) та C2(x) визначаються iз системи, що враховує зовнiшню
силу f(x): C ′

1y1 + C ′
2y2 = 0

C ′
1y

′
1 + C ′

2y
′
2 = f(x)

(77)

Рис. 39. Стала та збурена орбiти.

На рис. 39 продемонстровано
фiзичну суть цього методу: чор-
на лiнiя (Osculating orbit) – це
iдеальний елiпс, яким би рухала-
ся планета за вiдсутностi сторон-
нiх тiл. Проте через «збурюючий
об’єкт» (Perturbing object) реальна
траєкторiя (червона лiнiя) постiй-
но вiдхиляється. Метод Ейлера до-
зволяє математично «коригувати»
параметри орбiти в кожнiй точцi,
що стало фундаментом для суча-
сної небесної механiки та точних
розрахункiв космiчних траєкторiй.

Метод Ейлера для диференцiальних рiвнянь.

Ейлер розробив один з перших чисельних методiв розв’язання дифе-
ренцiальних рiвнянь.

Для задачi Кошi y′ = f(x, y), y(x0) = y0, наближений розв’язок:

yn+1 = yn + h · f(xn, yn) (78)

де h – крок iнтегрування, xn = x0 + nh.

Приклад 1.9. Розв’язати y′ = y, y(0) = 1 методом Ейлера з кроком
h = 0.1.
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Маємо f(x, y) = y, тому:

y0 = 1 (79)

y1 = y0 + 0.1 · y0 = 1 + 0.1 = 1.1 (80)

y2 = y1 + 0.1 · y1 = 1.1 + 0.11 = 1.21 (81)

y3 = y2 + 0.1 · y2 = 1.21 + 0.121 = 1.331 (82)

Точний розв’язок: y(x) = ex, y(0.3) = e0.3 ≈ 1.3499

Iнтеграл Ейлера-Пуассона: мiра випадковостi.

Одним iз найбiльш значущих результатiв Ейлера в аналiзi став розра-
хунок площi пiд дзвоноподiбною кривою y = e−x2

. Цей результат, вiдомий
сьогоднi як iнтеграл Гаусса або Ейлера–Пуассона, став фундаментом
для всiєї сучасної теорiї ймовiрностей, статистики та квантової механiки.
Без нього було б неможливо описати нi розподiл людського зросту, нi рух
атомiв, нi похибки в артилерiйськiй стрiльбi.

Ейлер першим знайшов значення цього iнтеграла, пов’язавши його
зi своєю Гамма-функцiєю (Γ(1/2) =

√
π). Сьогоднi найбiльш елегантним

вважається метод «квадрата iнтеграла», який дозволяє обчислити значе-
ння I =

∫∞
−∞ e−x2

dx через перехiд у тривимiрний простiр:

I2 =

∫ ∞

−∞
e−x2

dx ·
∫ ∞

−∞
e−y2

dy =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−(x2+y2) dx dy (83)

Рис. 40. Поверхня e−(x2+y2).

На рис. 40 продемонстровано
елегантну логiку обчислення: за-
мiсть того, щоб шукати площу пiд
однiєю кривою (червона лiнiя на
графiку), ми розглядаємо об’єм
пiд усiєю поверхнею, що утворю-
ється при її обертаннi. Оскiльки
цей «математичний пагорб» має
iдеальну осьову симетрiю, пере-
йшовши до полярних координат
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(x = r cos θ, y = r sin θ), де площа елементарного сектора дорiвнює r dr dθ,
отримуємо:

I2 =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

e−r2r dr dθ = 2π

∫ ∞

0

e−r2r dr (84)

Зробивши замiну u = r2, Ейлер отримав лаконiчний i приголомшливий
результат:

I2 = π

∫ ∞

0

e−u du = π · 1 = π =⇒
∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π (85)

Рис. 41. Квантовi стани.

Поява кореня з числа π у само-
му серцi аналiзу стала ще одним
доказом того, що Ейлер бачив при-
ховану гармонiю Всесвiту: за хао-
сом випадкових подiй завжди сто-
їть суворий математичний ланд-
шафт. Сьогоднi цей iнтеграл є не-
замiнним у квантовiй механiцi
(рис. 41). Кожного разу, коли фi-
зики описують стан частинки в силовому полi, вони звертаються до фун-
кцiй ψn, де базовий стан (ψ0) є саме тiєю Гауссовою кривою, площу пiд
якою першим знайшов Ейлер. Виявилося, що число π керує не лише ко-
лом на паперi, а ймовiрнiстю перебування електронiв у просторi. Ейлер
фактично описав «геометрiю ймовiрностi» самого мiкросвiту задовго до
того, як наука змогла в нього зазирнути.

Результат (85) не залишився просто поодиноким математичним фа-
ктом – вiн став фундаментом для цiлої родини iнтегралiв, що сьогоднi є
справжнiми «робочими конячками» теоретичної фiзики:∫ ∞

−∞
e−ax2

dx =

√
π

a
(86)

∫ ∞

0

x2ne−x2

dx =
(2n)!

22n+1n!

√
π (87)

Узагальнена форма (86) дозволила вченим наступних поколiнь опису-
вати будь-якi статистичнi розподiли, а формула для парних моментiв (87)
стала незамiнною у розрахунках середнiх енергiй частинок. Цi результати
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Ейлера фактично стали пiдґрунтям для робiт Максвелла, Больцмана та
Шредiнгера, з’єднавши аналiз XVIII столiття з квантовим та термодина-
мiчним баченням свiту.

Обертання твердого тiла та кути Ейлера.

Ейлер зробив крок далi вiд Ньютона, навчивши науку описувати рух
не лише матерiальних точок, а й реальних об’ємних об’єктiв. Вiн вивiв
систему динамiчних рiвнянь обертання твердого тiла навколо нерухомої
точки: 

I1ω̇1 + (I3 − I2)ω2ω3 =M1

I2ω̇2 + (I1 − I3)ω3ω1 =M2

I3ω̇3 + (I2 − I1)ω1ω2 =M3

(88)

де I1, I2, I3 – головнi моменти iнерцiї, ω1, ω2, ω3 – кутовi швидкостi, а
M1,M2,M3 – моменти зовнiшнiх сил.

Рiвняння (88) пояснюють усе: вiд «танцю» дзиґи на пiдлозi до стабi-
лiзацiї складних супутникiв на орбiтi та безперервної роботи гiроскопiв у
сучасних смартфонах.

Рис. 42. Кути Ейлера.

Щоб описати положення об’єкта,
що обертається (наприклад, лiта-
ка чи планети), Ейлер увiв систе-
му трьох кутiв (φ, θ, ψ), якi сього-
днi знає кожен iнженер та розро-
бник комп’ютерних iгор. Цi кути
описують послiдовнi повороти нав-
коло осей: прецесiю, нутацiю та
власне обертання.

Матриця повороту, побудована
на цих кутах, дозволяє обчислити
орiєнтацiю тiла в 3D-просторi:

R(φ, θ, ψ) = Rz(φ)Rx(θ)Rz(ψ) (89)
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На рис. 42 вiзуалiзовано систему координат i кути Ейлера в нiй. Без них
була б неможливою сучасна 3D-графiка, робототехнiка та авiацiйна навi-
гацiя.

Рiвняння iдеальної рiдини: математика потоку.

Ейлер фактично став батьком сучасної гiдродинамiки, запропонував-
ши розглядати рух рiдини або газу не як зiткнення окремих часток, а як
суцiльне поле швидкостей та тиску:

∂v⃗

∂t
+ (v⃗ · ∇)v⃗ = −1

ρ
∇p+ g⃗ (90)

Рис. 43. Обтiкання профiлю крила.

На рис. 43 продемонстрова-
но практичне застосування цього
апарату в аеродинамiцi: лiнiї опи-
сують рух iдеальної рiдини навко-
ло профiлю крила лiтака. Рiвнян-
ня (90) дозволяє розрахувати, як
змiнюється тиск i швидкiсть у ко-
жнiй точцi простору, що є крити-
чно важливим для створення пiдйомної сили. Навiть через 250 рокiв ко-
жного разу, коли злiтає пасажирський лайнер або прогнозується рух гло-
бальних циклонiв в атмосферi, вченi та iнженери використовують мову
векторних полiв, створену цим генiальним швейцарським вченим.

Леонард Ейлер не просто розв’язав задачi XVIII столiття – вiн дав
математицi мову, якою вона розмовляє досi. Слiпий провидець, який ди-
ктував формули з цiлковитої темряви, побачив те, що iншi не помiчали
навiть при повному свiтлi: дивовижну єднiсть експоненти й тригонометрiї,
аналiзу та фiзичної реальностi, дискретного й неперервного.

Його спадщина – це не застиглi формули в пiдручниках, а живий фун-
дамент, на якому стоїть сучасна цивiлiзацiя. I варто пам’ятати: найелеган-
тнiша формула свiту – не просто щаслива випадковiсть. Це наслiдок того,
що хтось одного разу наважився пiдпорядкувати нескiнченнiсть законам
арифметики, i виявилося, що Всесвiт iз цим погодився.
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