
Маленькi кроки до Великої теореми Ферма:
358 рокiв вiд примiтки на полях до

елiптичних кривих i модулярних форм.

***

До вiдомого професора, спецiалiста з теорiї чисел, прийшов черговий
дивний суб’єкт, який принiс чергове доведення Великої теореми Ферма.
Зiтхнувши, професор почав читати рукопис ферматиста.

— Але дозвольте, — вигукнув вiн через хвилину, — у вас тут на другiй
сторiнцi елементарна помилка!

Ображений ферматист зарозумiло вiдповiв:
— Справа мислителiв висувати глобальнi iдеї, а ваша — виправляти

дрiбнi неточностi.

1.1 Велика теорема Ферма i маленькi кроки.
Уявiть собi тихий вечiр 1637 року в Тулузi. Французький юрист та

математик-любитель П’єр де Ферма гортає переклад давньогрецької “Ари-
фметики” Дiофанта (рис. 2 нижче). У цiй античнiй працi було зiбрано
понад сотню задач на розв’язання визначених та невизначених рiвнянь у
цiлих числах — тих самих, що сьогоднi ми називаємо дiофантовими.
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Рис. 1. П’єр Ферма.

На вузьких полях сторiнки, де ледь
залишалося мiсце для короткої нотатки,
Ферма поспiхом виводить латиною слова,
що згодом стануть найвiдомiшим викли-
ком в iсторiї науки: «Cuius rei demonstrati-
onem mirabilem sane detexi. Hanc marginis
exiguitas non caperet».

У перекладi це звучить як iронiчне
пророцтво: «Я знайшов по iстинi дивови-
жне доведення цього твердження, проте
поля книги занадто вузькi, щоб його вмi-
стити».

Так народилася Велика теорема Фер-
ма: для будь-якого натурального n > 2
рiвняння xn + yn = zn не має розв’язкiв у
додатних цiлих числах x, y, z. Проста фор-
мула, яка стала однiєю з найдовших ма-
тематичних авантюр в iсторiї – 358 рокiв
пошукiв!

Iмовiрно, Ферма не лукавив: принаймнi для випадку n = 4 вiн дiйсно
мав доведення, побудоване на методi «нескiнченного спуску» — елеган-
тному способi доведення вiд супротивного, який вiн сам i винайшов. Але
чи мав вiн рiшення для загального випадку?

Рис. 2. Сторiнки «Арифметики» Дiофанта.
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П’єр де Ферма пiшов iз життя у 1665 роцi, не залишивши нащадкам
жодного рядка розгортки свого «дивовижного доведення» для довiльно-
го степеня. Вiдтодi теорема перетворилася на математичну легенду, на
справжнiй «Священний Ґрааль» науки. Найкращi математики свiту, не-
мов середньовiчнi лицарi, один за одним кидалися в цей iнтелектуальний
бiй, навiть не пiдозрюючи, що облога цiєї фортецi затягнеться на три сто-
лiття.

• 1738 рiк: Леонард Ейлер публiкує перше повне доведення для ви-
падку n = 4, систематизуючи та надаючи елегантностi методу не-
скiнченного спуску Ферма.

• 1770 рiк: Ейлер пiдкорює випадок n = 3, вперше застосувавши
розклад на множники в кiльцi комплексних чисел (зараз вiдомих
як цiлi числа Ейзенштейна). Це стало фундаментальним кроком до
виникнення абстрактної алгебри.

• 1825 рiк: Петер Дiрiхле та Адрiєн-Марi Лежандр незалежно дово-
дять теорему для n = 5, використовуючи розвиток теорiї числових
полiв та узагальнюючи методи своїх попередникiв.

Рис. 3. Велика теорема Фер-
ма у виглядi мема.

Кожен такий “маленький крок” – це
цеглинка стiни Колiзею Великої теореми
Ферма, яка руйнується лише для окремих
n, але залишається непохитною для всiх
iнших.

До середини XIX столiття справедли-
вiсть теореми була пiдтверджена лише
для окремих випадкiв: n = 3, 4, 5, 7. Зго-
дом, у XX столiттi, комп’ютернi обчисле-
ння дозволять перевiрити її для мiльйонiв
значень, але загальне доведення продов-
жувало вислизати, як невловима тiнь.

У березнi 1847 року Габрiель Ламе та
Огюстен-Луї Кошi оголосили про перемогу, представивши Паризькiй ака-
демiї свої варiанти доведення. Проте їхнiй трiумф був недовгим. Ернст
Куммер продемонстрував, що їхнi аргументи спираються на хибне при-
пущення про однозначнiсть факторизацiї в кiльцях циклотомiчних чисел.
Ця поразка стала народженням нової ери: Куммер ввiв поняття «iдеаль-
них чисел», заклавши фундамент сучасної алгебраїчної теорiї чисел.

Теорема перетворилася на справжнє «прокляття математики». Найви-
датнiшi розуми столiття – Ламе, Кошi, Куммер, а згодом i Емiль Борель
– витрачали роки життя, натикаючись на все ту ж непохитну стiну. Про-
те у 1908 роцi ситуацiя набула нового оберту: нiмецький промисловець
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Пауль Вольфскель, чиє життя, за легендою, було врятоване завдяки цiй
задачi, заповiв 100 000 марок тому, хто знайде доведення. Премiя Воль-
фскеля перетворила академiчну загадку на свiтову сенсацiю, залучивши
до її вирiшення не лише вчених, а й тисячi аматорiв.

• Кiнець XIX – початок XX столiття: Завдяки працям Карла
Вейєрштрасса та Давида Гiльберта формалiзується теорiя елiпти-
чних кривих (рис. 4 нижче) – рiвнянь виду y2 = x3 + ax + b. Цi
кривi описують складнi геометричнi об’єкти, якi спочатку здава-
лися далекими вiд теореми Ферма, проте згодом стали ключовим
iнструментом для її розв’язання.

• 1950-тi роки: Ясутака Танiяма та Горо Шiмура висувають рево-
люцiйну гiпотезу (нинi – теорема Танiями-Шiмури-Вейля): кожна
елiптична крива над рацiональними числами є модулярною. Тобто
вона пов’язана з модулярною формою – функцiєю, що володiє не-
ймовiрною симетрiєю пiд дiєю групи SL(2,Z). Це стало мостом мiж
алгебраїчною геометрiєю та комплексним аналiзом.

• 1984–1986 роки: Герхард Фрей пропонує iдею, що якщо рiвняння
Ферма має розв’язок, то йому вiдповiдає надзвичайно дивна елiпти-
чна крива (“крива Фрея”): y2 = x(x−an)(x+bn). Фрей припустив, що
ця крива настiльки аномальна, що вона не може бути модулярною.

• 1987 рiк: Кен Рiбет доводить “Епсилон-гiпотезу” Серра, завершую-
чи логiчну конструкцiю: якщо гiпотеза Танiями-Шiмури справджу-
ється для напiвстабiльних елiптичних кривих, то Велика теорема
Ферма мусить бути iстинною. Таким чином, доведення теореми Фер-
ма звелося до доведення гiпотези про модулярнiсть.

Цi кроки – уже навiть не по прямiй лiнiї, а лабiринтом: вiд класичної
геометрiї до абстрактних груп та функцiй!

Рис. 4. Приклад графiкiв двох елiптичних кривих.
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Модулярна форма – це зовсiм iнший тип об’єкта. Це складна функцiя,
що має неймовiрну симетрiю. Уявiть собi вiзерунок, який можна зсувати,
повертати та вiдображати, i при цьому вiн виглядатиме незмiнним (рис.
5). Модулярна форма поводиться подiбним чином, але в бiльш абстра-
ктному просторi.

Ось основнi її риси:

• Вона визначена на верхнiй комплекснiй пiвплощинi, тобто множинi
чисел виду z = x + iy, де x, y ∈ R та y > 0. Цей простiр зазвичай
позначається як H.

• Високий ступiнь симетрiї: Вона перетворюється певним, дуже пе-
редбачуваним чином пiд дiєю групи матриць, якi вiдомi як спецi-
альна лiнiйна група SL(2,Z). Ця група складається з матриць 2x2 з
цiлочисельними елементами та визначником, рiвним 1:

SL(2,Z) =
{(

a b
c d

)∣∣∣∣a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

}
Цi перетворення можна уявити як своєрiдне «перетасовування» верх-
ньої пiвплощини, але модулярна форма при цьому зберiгає свою
структуру.

• Як i в елiптичної кривої, у модулярної форми є свiй «паспорт» –
послiдовнiсть чисел, вiдома як коефiцiєнти її ряду Фур’є. Для мо-
дулярної форми f(z) її ряд Фур’є має вигляд:

f(z) =

∞∑
n=0

anq
n, де q = e2πiz

Рис. 5. Модель «квазiмодулярної» форми.
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У 1963 роцi десятирiчний Ендрю Вайлс читає про Велику теорему
Ферма в книзi Ерiка Темпла Бела, а в 1986 роцi вирiшує (спираючись
на вiдкриття колег, якi вказують шлях до розв’язку): “Це моя гора”. Вiн
ставить на паузу кар’єру в Прiнстонi та усамiтнюється з сiм’єю. Сiм рокiв
таємної роботи – 200 сторiнок рукопису.

Стратегiя Вайлса: довести, що напiвстабiльнi елiптичнi кривi моду-
лярнi (частина гiпотези Танiями–Шiмури). Якщо так, то крива Фрея не
iснує, отже, розв’язку Великої теореми Ферма немає.

• 23 червня 1993: Вайлс оголошує доведення наприкiнцi серiї з трьох
лекцiй пiд назвою “Модулярнi форми, елiптичнi кривi та представ-
лення Галуа” в Iнститутi математичних наук Iсаака Ньютона (Isaac
Newton Institute for Mathematical Sciences) в Кембриджi, Англiя.
Свiт затамував подих.

• Серпень – вересень 1993: Пiд час рецензування виявлено серйо-
зну помилку. Вайлс у вiдчаї: “Я думав, що все зруйнувалося”.

• Вересень 1994: Допомога Рiчарда Тейлора – колишнього студента
Вайлса. Вони знаходять обхiд через теорiю Iвасави та представлення
Галуа.

• 1995: Нове, виправлене доведення опублiковано в двох статтях у
журналi Annals of Mathematics.

Рис. 6. Сер Ендрю
Джон Вайлс.

За свiй науковий подвиг Ендрю Вайлс отри-
мав численнi нагороди. Оскiльки на момент за-
вершення доведення йому вже виповнилося 40
рокiв (граничний вiк для медалi Фiлдса), у 1998
роцi Мiжнародний математичний союз вручив
йому унiкальну вiдзнаку — Срiбну пластину
Мiжнародного конгресу математикiв, що стала
єдиним подiбним винятком в iсторiї. У 2000 ро-
цi за свої заслуги вiн був удостоєний лицарського
звання вiд королеви Англiї.

Фiнальну ж крапку в теорiї модулярностi було
поставлено у 1999 роцi: Крiстоф Брейль, Браян
Конрад, Фред Даймонд та Рiчард Тейлор, спира-
ючись на методи Вайлса, довели повну теорему модулярностi для всiх
елiптичних кривих над рацiональними числами.

358 рокiв – не просто час, а еволюцiя математики: вiд iнтуїцiї Ферма
до симфонiї алгебри, геометрiї та аналiзу. Елiптичнi кривi тепер у кри-
птографiї Бiткоїна, модулярнi форми – у фiзицi струн. Теорема Ферма
нагадує: великi вiдкриття – це ланцюжок маленьких крокiв, де помилки
ведуть до великих просвiтлень!
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1.2 Метод нескiнченного спуску Ферма для n = 4.
Метод нескiнченного спуску – це технiка доведення вiд супротивно-

го, винайдена П’єром де Ферма (хоча найдавнiше застосування методу
нескiнченного спуску є в «Началах» Евклiда, згадайте наше доведення
iррацiональностi

√
2 в «П’яти постулатах геометрiї Всесвiту Евклiда»).

Iдея полягає в наступному:

1. Припускаємо, що iснує розв’язок (x, y, z) у додатних цiлих числах.

2. Показуємо, що тодi повинен iснувати iнший розв’язок (x′, y′, z′), де
z′ < z.

3. Оскiльки процес можна повторювати нескiнченно, отримуємо не-
скiнченну спадну послiдовнiсть додатних цiлих чисел, що неможли-
во.

4. Тому початкове припущення хибне – розв’язкiв не iснує.

Розглядаючи доведення того, що рiвняння x4+y4 = z4 не має розв’язкiв
у додатних цiлих числах, достатньо довести бiльш сильне твердження:
рiвняння x4 + y4 = z2 не має розв’язкiв у додатних цiлих числах. Якщо
x4 + y4 = z4, то для (z2)2 = z4 це буде частковим випадком.

Рис. 7 демонструє два прямокутнi трикутники, катети верхнього з
яких дорiвнюють катету та гiпотенузi нижнього.

Рис. 7. Система з двох прямо-
кутних трикутникiв зi спiль-
ним катетом.

Схожу на цю побудову ми розгля-
нули для спiралi Феодора-Ейнштейна-
Пiфагора тiльки без обмеження бути до-
датним цiлим числом у статтi «Пiфагор -
архiтектор числового порядку».

Згiдно з теоремою Пiфагора, ця кон-
фiгурацiя описується системою рiвнянь:

1. Для синього трикутника: b2+d2 = c2

2. Для жовтого: a2 + d2 = b2

З цих рiвнянь випливає, що рiзниця
мiж квадратами гiпотенуз та катетiв є
однаковою:

b2 − a2 = d2 та c2 − b2 = d2

Це означає, що числа a2, b2, c2 утворюють арифметичну прогресiю
з рiзницею d2, яка також є квадратом цiлого числа.
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Рис. 8. Схематичне зобра-
ження методу нескiнченного
спуску.

Ферма довiв, що не iснує трьох ква-
дратiв цiлих чисел, якi б утворювали ари-
фметичну прогресiю, рiзниця якої сама є
квадратом. Це твердження еквiвалентне
доведенню того, що площа прямокутного
трикутника з цiлими сторонами не може
бути квадратом цiлого числа, що в свою
чергу є ключем до розв’язання рiвняння
x4 ± y4 = z2.

Розглянемо метод Ферма детальнiше.
Крок 1: Початковi припущення.
Припустимо, що iснує розв’язок (a, b, c) рiвняння

a4 + b4 = c2

у додатних цiлих числах. Можемо припустити, що gcd(a, b, c) = 1 (iнакше
можна скоротити на спiльний дiльник). Також можемо припустити, що a
i b не обидва парнi.

Крок 2: Перетворення до пiфагорового трiйки. Перепишемо
рiвняння як:

(a2)2 + (b2)2 = c2

Це пiфагорова трiйка з катетами a2, b2 та гiпотенузою c.
За теорiєю пiфагорових трiйок, якщо gcd(a2, b2) = 1, то iснують вза-

ємно простi числа m > n > 0 протилежної парностi такi, що:

a2 = m2 − n2, b2 = 2mn, c = m2 + n2

(або навпаки для a2 i b2).
Крок 3: Аналiз рiвняння b2 = 2mn. Оскiльки b2 = 2mn i

gcd(m,n) = 1, то m i n не можуть бути обидва парними або обидва не-
парними. Отже, одне з них парне.

Нехай m парне, n непарне (або навпаки). Тодi m = 2m1 для деякого
цiлого m1.

Маємо:
b2 = 2mn = 2 · 2m1 · n = 4m1n

Отже: (
b

2

)2

= m1n

Оскiльки gcd(m1, n) = 1 i їх добуток є повним квадратом, кожне з m1

i n повинно бути повним квадратом:

m1 = r2, n = s2
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для деяких додатних цiлих r i s з gcd(r, s) = 1.
Крок 4: Аналiз рiвняння a2 = m2 − n2.
Пiдставляємо m = 2m1 = 2r2 i n = s2:

a2 = (2r2)2 − (s2)2 = 4r4 − s4

Перепишемо:
a2 + s4 = 4r4

Дiлимо на 4:
a2

4
+

s4

4
= r4

Але оскiльки a непарне (бо b парне), a2 ≡ 1 (mod 4), що суперечить
дiленню на 4.

Крок 5: Альтернативний випадок.
Розглянемо випадок, коли a2 = 2mn i b2 = m2 − n2.
Тодi аналогiчно отримуємо m = p2, n = q2, i:

b2 = p4 − q4

Це дає:
q4 + b2 = p4

або перепишемо як пiфагорову трiйку:

(q2)2 + b2 = (p2)2

Знову застосовуючи параметризацiю пiфагорових трiйок:

q2 = u2 − v2, b = 2uv, p2 = u2 + v2

де gcd(u, v) = 1 та u, v протилежної парностi.

Рис. 9. Дерево взаємно простих пiфагорових трiйок.

9



Така послiдовна параметризацiя розкриває внутрiшню iєрархiю пiфа-
горових трiйок. Кожен крок спуску фактично є рухом по дереву взаємно
простих трiйок, структуру якого наочно представлено на рис. 9.

Крок 6: Нескiнченний спуск.
З p2 = u2+v2 i gcd(u, v) = 1 отримуємо, що u i v є повними квадратами

(за властивостями сум квадратiв):

u = α2, v = β2

Тодi:
p2 = α4 + β4

Але p2 < m2 + n2 = c, оскiльки p < m.
Отже, ми знайшли новий розв’язок рiвняння x4 + y4 = z2 з меншим

значенням z, а саме (α, β, p) замiсть (a, b, c).

Рис. 10. Абстрактне зобра-
ження методу нескiнченного
спуску.

Цей процес можна повторювати не-
скiнченно, отримуючи нескiнченну спа-
дну послiдовнiсть додатних цiлих чисел:

c > p > p′ > p′′ > . . .

Це неможливо, оскiльки не iснує не-
скiнченної спадної послiдовностi дода-
тних цiлих чисел.

Тому наше початкове припущення хи-
бне, i рiвняння a4 + b4 = c2, а значить, i
x4 + y4 = z4 не має розв’язкiв у додатних
цiлих числах.

1.3 Елегантнiший пiдхiд Ейлера для n = 4.
Леонард Ейлер у 1738 роцi переформулював доведення П’єра де Фер-

ма, зробивши його бiльш систематичним i зрозумiлим (Рис. 11).

x4 + y4 = z2

x4
1 + y41 = z21 (z1 < z)

x4
2 + y42 = z22 (z2 < z1)

...

Протирiччя
(zn < 1)

Рис. 11. Нескiн-
ченний спуск Ей-
лера.

Його пiдхiд базувався на тiй же iдеї нескiнченного
спуску, але з кращою структурою.

Ключова лема Ейлера.

Якщо x2 + y2 = z2 з gcd(x, y) = 1 i x непарне, то
iснують взаємно простi числа m > n > 0 протиле-
жної парностi такi, що:

x = m2 − n2, y = 2mn, z = m2 + n2

Ейлер застосував цю лему послiдовно двiчi до рiв-
няння (a2)2 + (b2)2 = c2, що дозволило йому бiльш
чiтко вiдстежити структуру розв’язкiв.
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Алгоритм Ейлера:

1. Розглядаємо a4 + b4 = c2 як (a2)2 + (b2)2 = c2

2. За лемою: a2 = m2 − n2, b2 = 2mn, c = m2 + n2

3. З b2 = 2mn випливає, що m = 2u2, n = v2 (оскiльки gcd(m,n) = 1)

4. Пiдставляємо в a2 = m2 − n2:

a2 = (2u2)2 − (v2)2 = 4u4 − v4

5. Це дає v4 + a2 = 4u4, або еквiвалентно:

v4 + a2 = (2u2)2

6. Знову застосовуємо лему до (v2)2 + a2 = (2u2)2

7. Отримуємо новий розв’язок з меншим z

Ейлер систематизував доведення i показав, як можна використовувати
параметризацiю пiфагорових трiйок як стандартний iнструмент.

Рис. 12. Класичне дерево примiтивних пiфагорових трiйок.
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1.4 Випадок n = 3: комплекснi числа та трiумф Ейле-
ра (1770).

Для доведення випадку x3 + y3 = z3 Ейлер використав революцiйну
iдею – факторизацiю в кiльцi цiлих чисел Z[ω], де ω = e2πi/3 = −1+i

√
3

2 –
примiтивний кубiчний корiнь з одиницi.

На рис. 13 нижче показанi всi цiлi числа решiтки Ейзенштейна, також
вiдомi як числа Ейлера (сiрi точки) та видiлено простi числа: червонi на
осях та синi поза ними. Точки на зелених прямих вiдповiдають натураль-
ним простим числам виду 3k − 1. Квадрат модуля всiх iнших точок дає
натуральне просте число. На вiдмiну вiд звичайної цiлочисельної прямої,
цi числа утворюють гексагональну структуру на комплекснiй площинi,
що дозволяє розкласти суму кубiв на три лiнiйнi множники.

0 1 2

ω

ω2

Re

Im

Рис. 13. Решiтка чисел Ейзенштейна Z[ω].

Число ω задовольняє рiвностям:

ω3 = 1, ω2 + ω + 1 = 0

Кiльце Z[ω] складається з чисел виду a+ bω, де a, b ∈ Z.
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Факторизацiя суми кубiв.

Рiвняння x3 + y3 = z3 можна переписати через факторизацiю:

x3 + y3 = (x+ y)(x+ ωy)(x+ ω2y)

У своєму дослiдженнi Ейлер спирався на фундаментальну власти-
вiсть факторизацiї кiльця Z[ω]. Це означає, що будь-який його елемент
розкладається на простi множники єдиним чином (з точнiстю до поряд-
ку та множення на одиницi кiльця). Хоча пiзнiше Ернст Едуард Куммер
встановив, що для складнiших алгебраїчних розширень однозначнiсть фа-
кторизацiї втрачається, для випадку n = 3 iнтуїцiя Ейлера була цiлком
коректною.

Re

Im

1

ω2ω

−1

−ω2 −ω

60◦

Рис. 14. Шiсть одиниць (оборо-
тних елементiв) кiльця Z[ω].

Саме ця властивiсть дозволяє ствер-
джувати: оскiльки права частина рiв-
няння x3 + y3 = z3 є третiм степенем,
то за умови взаємної простоти x та y
кожен iз лiнiйних множникiв (x + y),
(x + ωy) та (x + ω2y) також має бу-
ти «майже» кубом. У математичному
сенсi це означає, що кожна дужка до-
рiвнює кубу деякого числа з Z[ω], по-
множеному на один iз шести оборо-
тних елементiв: {±1,±ω,±ω2} (рис.
14). Ретельний аналiз усiх варiантiв
поєднання цих множникiв дозволив
Ейлеру виявити суперечнiсть i завер-
шити доведення методом нескiнченно-
го спуску, продемонструвавши вiдсутнiсть ненульових розв’язкiв для су-
ми кубiв.

Схема доведення:

1. Припущення: Припускаємо, що iснує розв’язок x3+y3 = z3 у цiлих
взаємно простих числах.

2. Факторизацiя: Використовуємо комплекснi числа для розкладу су-
ми кубiв у кiльцi Z[ω]:

(x+ y)(x+ ωy)(x+ ω2y) = z3

3. Умова куба: Оскiльки множники попарно взаємно простi в Z[ω],
кожен iз них (з точнiстю до одиниць) має бути кубом:

x+ ωy = (a+ bω)3
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4. Перехiд до цiлих параметрiв: Розкриття куба (a+ bω)3 та при-
рiвнювання частин дозволяє виразити x та y через цiлi числа a та
b. Це веде до замiни x+ y = 2u та x− y = 2v.

5. Аналiз структури: Рiвняння набуває вигляду 2u(u2 + 3v2) = z3.
На основi властивостей Z[ω] доводимо, що це можливо лише тодi,
коли u = a(a2 − 3b2).

6. Видiлення множникiв: Пiдставляємо значення u i отримуємо, що
число 2u повинно бути повним кубом:

2u = (2a) · (a− 3b) · (a+ 3b) = куб

7. Поява нових кубiв: Оскiльки цi три множники взаємно простi,
кожен iз них окремо є кубом:

2a = A3, a+ 3b = B3, a− 3b = C3

8. Нескiнченний спуск: Складання нових кубiв B3+C3 = (a+3b)+
(a − 3b) = 2a = A3 дає нове рiвняння того ж виду, але з менши-
ми значеннями, що створює нескiнченне спадання, неможливе для
натуральних чисел (рис. 15).

Початкове рiвняння:
x3 + y3 = z3

Параметризацiя через u, v:
2u(u2 + 3v2) = z3

Розклад у Z[ω] дає:
2a, a− 3b, a+ 3b — куби

Нове рiвняння:
B3 + C3 = A3 Чи A < 1?

ПРОТИРIЧЧЯ
(Спуск нескiнченний)

Так

Нi, A ≥ 1.
Процес
повторюється

Рис. 15. Логiчна схема методу нескiнченного спуску Ейлера.
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1.5 Випадок n = 5: Дiрiхле та Лежандр (1825).

Для випадку x5+y5 = z5 Петер Густав Лежен Дiрiхле та Адрiєн-Марi
Лежандр незалежно розробили доведення, яке поєднувало:

• Алгебраїчну теорiю чисел (як у Ейлера),

• Геометричнi властивостi простих чисел,

• Квадратичнi форми.

Кiльце Z[ζ5].
Аналогiчно до випадку n = 3, розглядається кiльце цiлих чисел Z[ζ5],

де ζ5 = e2πi/5 – примiтивний корiнь п’ятого степеня з одиницi.
Властивостi ζ5:

ζ55 = 1, 1 + ζ5 + ζ25 + ζ35 + ζ45 = 0

Мiнiмальний полiном: Φ5(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1
Факторизацiя:
Рiвняння x5 + y5 = z5 факторизується як:

x5 + y5 = (x+ y)(x+ ζ5y)(x+ ζ25y)(x+ ζ35y)(x+ ζ45y)

На вiдмiну вiд Z[ω], кiльце Z[ζ5] завжди має однозначну факторизацiю.
Дiрiхле та Лежандр використовували попереднi версiї iдей, якi пiзнiше

Ернст Куммер формалiзував як теорiю iдеальних чисел. На рис. 16 нижче
позначенi п’ять симетричних векторiв, якi є основою для факторизацiї
рiвняння x5 + y5 = z5 у кiльцi цiлих чисел Z[ζ5]

Re

Im

1

ζ5

ζ25

ζ35

ζ45

72◦

ζ5 = e2πi/5

1 + ζ5 + ζ25 + ζ35 + ζ45 = 0

Рис. 16. Коренi п’ятого степеня з одиницi в комплекснiй площинi.
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Ключовi iнструменти

1. Норма елемента: Для α = a0 + a1ζ5 + . . .+ a4ζ
4
5 норма:

N(α) = α · ᾱ · α · . . .

(добуток усiх спряжених).

2. Одиницi в кiльцi: Елементи з нормою ±1. Для Z[ζ5] iснує нескiн-
ченно багато одиниць, що ускладнює аналiз.

3. Квадратичнi лишки: Дiрiхле використав теорiю квадратичних
лишкiв по модулю 5:

12 ≡ 1 (mod 5), 22 ≡ 4 (mod 5), 32 ≡ 4 (mod 5), 42 ≡ 1 (mod 5)

Схема доведення Дiрiхле:

1. Розглядається x5 + y5 = z5 з умовою 5 ∤ xyz (випадок I Куммера);

2. Факторизацiя в Z[ζ5] дає п’ять множникiв;

3. Показується, що цi множники попарно взаємно простi;

4. Кожен множник повинен бути п’ятим степенем (з точнiстю до оди-
ниць);

5. Аналiз одиниць кiльця приводить до суперечностi;

6. Використовується нескiнченний спуск через норми елементiв.

Re

Im

2

2 + ζ5

2 + ζ25

2 + ζ35

2 + ζ45

N(2 + ζ5) = |2 + ζ5| · |2 + ζ2
5 | · |2 + ζ3

5 | · |2 + ζ4
5 | = 31

Рис. 17. Геометрична iнтерпретацiя норми елемента 2 + ζ5.
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На рис. 17 показано геометричну iнтерпретацiю норми елемента 2+ζ5.
Чотири синi вектори представляють спряженi множники в Z[ζ5]. Добуток
їхнiх значень (норм) дорiвнює цiлому числу 31.

Нехай α = 2 + ζ5. Обчислимо норму:

N(α) = (2 + ζ5)(2 + ζ25 )(2 + ζ35 )(2 + ζ45 ) =

4∏
k=1

(2 + ζk5 )

Використовуючи
∏4

k=1(x+ ζk5 ) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 при x = 2:

N(2 + ζ5) = 24 + 23 + 22 + 2 + 1 = 16 + 8 + 4 + 2 + 1 = 31

Оскiльки 31 – просте число, 2 + ζ5 є простим елементом у Z[ζ5].

x

y

∆ > 0 (Гiпербола)

∆ < 0 (Елiпс)

Логiчна суперечнiсть

Рис. 18. Геометрична iлю-
страцiя суперечностi за Ле-
жандром.

Лежандр додав геометричний пiдхiд
через квадратичнi форми:

Q(x, y) = ax2 + bxy + cy2

Вiн показав, що якщо x5 + y5 = z5

має розв’язок, то iснують певнi квадрати-
чнi форми з неможливими властивостями
(наприклад, негативним дискримiнантом
там, де вiн має бути додатним).

Перетин елiпса (обмеженiсть) та гiпер-
боли (нескiнченнiсть) вiзуалiзує (рис. 18)
конфлiкт арифметичних умов, що вини-
кає при припущеннi iснування розв’язку
рiвняння Ферма для n = 5.

Доведення для n = 5 стало пово-
ротним моментом: воно показало необхi-
днiсть розвитку абстрактної алгебри, привело до теорiї алгебраїчних чи-
сел, мотивувало Куммера створити теорiю iдеалiв, пiдкреслило рiзницю
мiж простими числами та простими елементами в кiльцях.

Випадки для n = 4 (Ферма/Ейлер), n = 3 (Ейлер) та n = 5 (Дiрiхле i
Лежандр) продемонстрували еволюцiю математичних методiв:

1. n = 4: елементарнi методи, пiфагоровi трiйки, нескiнченний спуск,

2. n = 3: комплекснi числа, факторизацiя в алгебраїчних кiльцях,

3. n = 5: поєднання алгебри, геометрiї, теорiї iдеалiв.

Кожен наступний випадок вимагав глибших математичних теорiй, i це
передбачало, що загальне доведення потребуватиме революцiйних iдей –
що i сталося з роботою Ендрю Вайлса в 1995 роцi.
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1.6 Пiдхiд Ламе-Кошi, iдеали Куммера та проблема
однозначної факторизацiї.

У 1847 роцi французький математик Габрiєль Ламе оголосив на за-
сiданнi Паризької академiї наук, що вiн знайшов повне доведення Ве-
ликої теореми Ферма. Його пiдхiд базувався на факторизацiї рiвняння
xn + yn = zn у кiльцi циклотомiчних цiлих чисел (комплекснi числа осо-
бливого виду).

Re

Im

1

ζ7

ζ27

ζ37

ζ47

ζ57

ζ67

Рис. 19. Структура коренiв 7-
го степеня з одиницi.

Огюстен-Луї Кошi незалежно працю-
вав над схожим методом. Однак незаба-
ром Ернст Куммер вказав на критичну
помилку в їхнiх мiркуваннях: припущен-
ня про однозначну факторизацiю в цикло-
томiчних кiльцях.

На рис. 19 показано структуру коренiв
7-го степеня з одиницi. Велика кiлькiсть
внутрiшнiх зв’язкiв (дiагоналей) символi-
зує складну структуру одиниць циклото-
мiчного кiльця. Для p < 23 однозначнiсть
факторизацiї зберiгається, проте на p =
23 виникає «арифметична аномалiя» (чи-
сло класiв h = 3), яка спростувала пiдхiд
Ламе.

Метод Ламе: факторизацiя в ци-
клотомiчному полi. Розглянемо рiвня-
ння Ферма для простого показника p:

xp + yp = zp

Нехай ζ = e2πi/p — примiтивний корiнь p-го степеня з одиницi. Тодi
рiвняння можна факторизувати в кiльцi Z[ζ]:

zp = xp + yp =

p−1∏
j=0

(x+ ζjy)

Ламе припустив, що множники (x + ζjy) попарно взаємно простi в
Z[ζ], i якщо їхнiй добуток є p-м степенем, то кожен з них (з точнiстю до
одиниць) також має бути p-м степенем:

x+ ζjy = uj · αp
j

де uj — одиницi кiльця Z[ζ], а αj ∈ Z[ζ].
З умови x+ζjy = αp

j можна отримати систему рiвнянь. Ламе намагав-
ся показати, що ця система призводить до суперечностi, використовуючи
властивостi одиниць та норм у Z[ζ].
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Формально, якщо α = a0 + a1ζ + · · ·+ ap−1ζ
p−1, то:

αp = (a0 + a1ζ + · · ·+ ap−1ζ
p−1)p

Порiвнюючи коефiцiєнти при рiзних степенях ζ, Ламе сподiвався отри-
мати суперечнiсть.

Заперечення Куммера та проблема однозначної факторизацiї.

Жозеф Лiувiлль одразу ж висловив сумнiви щодо доведення Ламе,
зауваживши, що метод залежить вiд унiкальностi факторизацiї в Z[ζ].
Куммер пiдтвердив це побоювання, показавши контрприклад:

У кiльцi Z[ζ23], де ζ23 = e2πi/23, однозначна факторизацiя на простi
елементи не виконується.

Щоб зрозумiти як це вiдбувається в кiльцi Z[ζ23], розглянемо простi-
ший приклад у кiльцi Z[

√
−5] :

6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5)

Тут числа 2, 3, (1+
√
−5), (1−

√
−5) — усi є незвiдними, але не простими

елементами.
Куммер ввiв поняття класового числа h циклотомiчного поля Q(ζp),

яке вимiрює “ступiнь неунiкальностi” факторизацiї:
Класове число h — це порядок групи класiв iдеалiв кiльця цiлих ал-

гебраїчних чисел. Якщо h = 1, то виконується однозначна факторизацiя
(область однозначностi позначена пунктиром на рис. 20 нижче).

p

hp

3 5 7 11 13 17 19 23

h=3

1

Усе виглядає
«правильно»

(h = 1)

Факторизацiя
втрачає

однозначнiсть

Рис. 20. Дiаграма класових чисел hp для циклотомiчних полiв.
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Виправлення Куммера: теорiя iдеалiв

Щоб врятувати пiдхiд Ламе, Куммер розробив революцiйну теорiю
iдеальних чисел (пiзнiше названих просто iдеалами Дедекiндом).

Iдеал I кiльця R — це пiдмножина I ⊆ R така, що:

1. I — адитивна пiдгрупа,

2. Для будь-яких a ∈ I та r ∈ R: ra ∈ I.

У кiльцi цiлих Z[ζp] кожен ненульовий iдеал однозначно (з точнiстю
до порядку) розкладається на добуток простих iдеалiв.

Це означає, що хоча елементи можуть не мати однозначної фактори-
зацiї, iдеали завжди факторизуються єдиним чином.

Просте число p називається регулярним, якщо p не дiлить класове
число h поля Q(ζp). В iншому випадку p називається нерегулярним.

• Регулярнi простi: 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, . . .

• Перше нерегулярне просте: 37 (позначено на рис. 21)

• Iншi нерегулярнi: 59, 67, 101, 103, 131, 149, . . .

Регулярнi (p ∤ h)
Доведення теореми Ферма завершено

3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31...

Нерегулярнi (p | h)
Потребують особливих методiв

37, 59, 67, 101, 103, 131, 149...

Рис. 21. Класифiкацiя простих чисел за Куммером.

Теорема Куммера, 1850

Якщо p — регулярне просте число, то рiвняння Ферма

xp + yp = zp

не має розв’язкiв у ненульових цiлих числах.

Крок 1: Факторизацiя iдеалiв

Розглянемо iдеали, породженi множниками:

Ij = (x+ ζjy) ⊆ Z[ζp]
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Крок 1: Рiвняння Ферма
xp + yp = zp

Крок 2: Факторизацiя iдеалiв
I0 · I1 . . . Ip−1 = (z)p

Крок 3: Взаємна простота
Кожен Ij = Jp

j

Чи p регулярне?
(p ∤ h)

Крок 4: Jj — головний iдеал
Jj = (αj)

Крок 5: Рiвняння в числах
x+ ζjy = ujα

p
j

СУПЕРЕЧНIСТЬ
(Аналiз одиниць та норм)

Так

Рис. 22. Логiчний алгоритм
доведення Куммера.

Крок 2: Взаємна простота iдеалiв

Iдеали Ij є попарно взаємно простими,
тобто Ij + Ik = Z[ζp] при j ̸= k.

Крок 3: Використання однозначної
факторизацiї iдеалiв

Оскiльки I0 ·I1 · · · Ip−1 = (zp) та iдеали
є взаємно простими, кожен Ij має бути p-м
степенем iдеалу:

Ij = Jp
j

Крок 4: Перехiд до головних iдеалiв

Для регулярних простих, використову-
ючи властивостi групи класiв, можна по-
казати, що Jj — головний iдеал:

Jj = (αj)

Отже:

(x+ ζjy) = uj(αj)
p

де uj — одиниця.

Крок 5: Аналiз одиниць та супере-
чнiсть

Куммер використав глибокi властиво-
стi одиниць у Z[ζp] (включаючи теорему
Дiрiхле про одиницi) i показав, що систе-
ма рiвнянь, отримана з умови (x+ ζjy) =
ujα

p
j , призводить до суперечностi.
Для нерегулярних простих Куммер роз-

робив додатковi критерiї. Пiзнiше було до-
ведено, що ВТФ (велика теорема Ферма) є
правильною i для багатьох нерегулярних
простих за виконання певних умов.

До кiнця XIX столiття було доведено,
що ВТФ є правильною для всiх простих
p < 100, завдяки роботам Куммера та йо-
го послiдовникiв. Цi iдеї лягли в основу
сучасної алгебраїчної теорiї чисел i, зрештою, призвели до доведення Ен-
дрю Вайлса через модулярнi форми та елiптичнi кривi.
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1.7 Мала теорема Ферма.

1.7.1 Формулювання

Якщо p — просте число, а a — цiле число, що не дiлиться на p, то
ap−1 − 1 дiлиться на p.

Мовою теорiї конгруенцiй: ap−1 є конгруентним 1 за простим модулем
p. Формальний запис:

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Наприклад, якщо a = 2, p = 7, то 26 = 64, i 64− 1 = 63 = 7 · 9.
Мала теорема Ферма є окремим випадком теореми Ейлера, яка, в свою

чергу, є окремим випадком теореми Кармайкла i теореми Лагранжа для
скiнченних циклiчних груп. Теорему висловив без доведення П’єр Ферма
у 1640 роцi; перше доведення дали Леонард Ейлер та Готфрiд Вiльгельм
Лейбнiц.

Одним iз найбiльш елегантних способiв доведення Малої теореми Фер-
ма є комбiнаторний пiдхiд (рис. 23). Уявiть, що ми виготовляємо намисто,
яке складається з p намистин i маємо у розпорядженнi a рiзних кольорiв.

Якщо ми розкладемо намистини в ряд, то загальна кiлькiсть можли-
вих розфарбувань становитиме ap. Серед них рiвно a варiантiв будуть
одноколiрними (наприклад, усi намистини тiльки синi або тiльки черво-
нi). Якщо ми виключимо цi випадки, у нас залишиться ap − a багатоко-
лiрних комбiнацiй.

Оскiльки це намисто, його можна повертати по колу. Для будь-якого
багатоколiрного намиста iснує рiвно p можливих поворотiв. Оскiльки p
є простим числом, усi цi p поворотiв виглядатимуть по-рiзному (вони не
можуть повторитися ранiше, нiж ми зробимо повне коло). Таким чином,
всi багатоколiрнi розфарбування можна згрупувати в набори по p штук у
кожному. Це безпосередньо доводить, що число ap−a обов’язково дiлиться
на p.

a варiантiв
одноколiрних

−

ap − a варiантiв
багатоколiрних

Рис. 23. Комбiнаторне доведення Малої теореми Ферма через розфарбо-
вування намиста.
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1.7.2 Альтернативне формулювання

Наступне формулювання вiдрiзняється вiдсутнiстю вимоги, щоб число
a не дiлилося на p: Якщо p — просте число, а a — будь-яке цiле число, то
ap є конгруентним a за модулем p, тобто

ap ≡ a (mod p).

Наприклад, якщо a = 7, p = 5, то 75 = 16807 = 5 ·3361+2, i 7 = 5 ·1+2.
Легко показати, що це формулювання зводиться до початкового. Так,

якщо a дiлиться на p, то a ≡ 0 (mod p) i ap ≡ 0 (mod p), тобто ap ≡ a
(mod p). Якщо ж a не дiлиться на p, то вираз ap ≡ a (mod p) є еквiвален-
тним виразу ap−1 ≡ 1 (mod p).

Як основне, так i альтернативне формулювання можуть бути викори-
станi для перевiрки, чи є задане число простим; однак основне форму-
лювання є надiйнiшим у тому сенсi, що вiдсiює бiльше складених чисел.
Приклад: перевiримо, чи є 6 простим числом. Нехай a = 4. В альтерна-
тивному формулюваннi отримуємо 46 = 4096 = 682× 6+ 4, а це є конгру-
ентним 4 (mod 6). Тобто число 6 не вiдсiяно, його простота не спросто-
вана. Якщо ж повернутися до оригiнальної теореми: ap−1 ≡ 1 (mod p),
то 46−1 = 45 = 1024 = 170 × 6 + 4, а це не є конгруентним 1 (mod 6),
як мало б бути у випадку, якщо p — просте число. Таким чином, основ-
не формулювання є бiльш ефективним при вiдсiюваннi складених чисел
(рис. 24).

n = 6

Перевiрка на простоту (основа a = 4)

Альтернативне:
ap ≡ a (mod p)

46 ≡ 4 (mod 6)
Iстина

Основне:
ap−1 ≡ 1 (mod p)

45 ≡ 4 ̸≡ 1 (mod 6)
Хибнiсть

Помилковий результат
(число не вiдсiяно)

Коректне вiдсiювання
(число складене)

Рис. 24. Порiвняння ефективностi формулювань Малої теореми Ферма.
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1.7.3 Доведення за допомогою iндукцiї

Доведемо, що для будь-якого простого p та цiлого невiд’ємного a, ap−a
дiлиться на p. Доведення проведемо методом математичної iндукцiї за a.

База. Для a = 0, ap − a = 0p − 0 = 0, що дiлиться на p.
Перехiд. Припустимо, що твердження є правильним для a = k, тобто

kp − k дiлиться на p. Доведемо, що воно є правильним для a = k + 1.
Розглянемо вираз:

(k + 1)p − (k + 1) = kp +

p−1∑
l=1

(
p

l

)
kl + 1− k − 1 = (kp − k) +

p−1∑
l=1

(
p

l

)
kl.

За припущенням iндукцiї, kp − k дiлиться на p. Розглянемо суму, що
залишилася:

p−1∑
l=1

(
p

l

)
kl.

Кожен доданок у сумi мiстить множник
(
p
l

)
= p!

l!(p−l)! . Для 1 ≤ l ≤ p−1,
чисельник цього дробу (p!) дiлиться на p, оскiльки p — просте число, а
знаменник l!(p − l)! є взаємно простим з p, оскiльки l та p − l меншi за
p. Отже,

(
p
l

)
дiлиться на p для всiх 1 ≤ l ≤ p − 1. Таким чином, кожен

доданок kl
(
p
l

)
дiлиться на p, i вся сума

∑p−1
l=1 kl

(
p
l

)
також дiлиться на p.

Отже, вираз (k + 1)p − (k + 1) є сумою двох доданкiв, кожен з яких
дiлиться на p, а отже, i сам вираз дiлиться на p (рис. 25). Кожен доданок(
p
l

)
kl в iндукцiйному переходi дiлиться на p, оскiльки для простого p усi

центральнi числа ряду є його кратними.

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 15 10 10 5

рядки
n < p

рядок n = p = 5

Рис. 25. Властивiсть бiномiальних
коефiцiєнтiв у трикутнику Паскаля.

Випадок вiд’ємних a.
Для вiд’ємних a та непарних p,

теорему легко довести, пiдставля-
ючи b = −a. Тодi bp ≡ b (mod p), а
оскiльки p непарне, (−a)p = −ap ≡
−a (mod p), що еквiвалентно ap ≡
a (mod p).

Для вiд’ємних a та p = 2, iстин-
нiсть теореми випливає з:

a2 − a = a(a− 1).

Оскiльки a або a− 1 є парним, до-
буток a(a− 1) дiлиться на 2.

Таким чином, для будь-якого
цiлого a та простого p, ap − a дi-
литься на p.
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1.7.4 Доведення за допомогою модульної арифметики

Лема. Для будь-якого простого числа p та цiлого числа k, не кратного
p, добутки k та чисел 1, 2, 3, . . . , p−1 при дiленнi на p в залишку дають тi ж
самi числа 1, 2, 3, . . . , p−1, можливо, записанi в деякому iншому порядку.

Доведення леми. Розглянемо числа k, 2k, 3k, . . . , (p−1)k. Покажемо,
що їхнi залишки за модулем p утворюють перестановку чисел 1, 2, 3, . . . , p−
1. Припустимо, що для деяких i, j (де 1 ≤ i, j ≤ p− 1, i ̸= j) виконується
ik ≡ jk (mod p). Тодi p дiлить (i − j)k. Оскiльки p — просте число, а k
не дiлиться на p, то p має дiлити i − j. Але оскiльки 1 ≤ i, j ≤ p − 1,
то |i − j| < p, i єдина можливiсть — це i = j. Таким чином, усi за-
лишки k, 2k, . . . , (p − 1)k за модулем p є рiзними i належать множинi
{1, 2, . . . , p−1}. Отже, вони утворюють перестановку чисел 1, 2, 3, . . . , p−1.

На рис. 26 наведено вiзуалiзацiю цiєї леми: множення на a = 3 за мо-
дулем p = 7 створює перестановку (бiєкцiю) множини залишкiв. Оскiльки
набори чисел в обох рядах однаковi, їхнi добутки також рiвнi.

1 2 3 4 5 6{i}

1 2 3 4 5 6{3i (mod 7)}

Кожне
число
має рiвно
один
залишок

Рис. 26. Вiзуалiзацiя леми щодо залишкiв.

Доведення теореми. Оскiльки згiдно з лемою залишки вiд дiлення
чисел a, 2a, 3a, . . . , (p− 1)a за модулем p — це з точнiстю до перестановки
числа 1, 2, 3, . . . , p− 1, то добуток цих чисел задовольняє конгруенцiю:

a · 2a · 3a · . . . · (p− 1)a ≡ 1 · 2 · 3 · . . . · (p− 1) (mod p).

Або, в скороченiй формi:

ap−1(p− 1)! ≡ (p− 1)! (mod p).

Оскiльки (p−1)! є взаємно простим з p (оскiльки всi множники 1, 2, . . . , p−
1 не дiляться на p), то можна скоротити (p− 1)! з обох бокiв конгруенцiї.
В результатi отримуємо:

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Це i є твердження малої теореми Ферма.
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1.8 Числа Ферма: звичайнi, простi та узагальненi.

Числа Ферма — це числа виду Fn = 22
n

+ 1, де n ⩾ 0 (послiдовнiсть
A000215 в OEIS). При n ∈ {0, 1, 2, 3, 4} числа Ферма є простими i дорiв-
нюють 3, 5, 17, 257, 65 537.

Поки що iнших простих чисел Ферма не виявлено, i невiдомо, чи iсну-
ють вони для iнших n, чи всi iншi числа Ферма складенi.

Вивчення чисел такого виду розпочав Ферма, який висунув гiпотезу,
що всi вони є простими. Однак ця гiпотеза була спростована Ейлером у
1732 роцi, коли той знайшов розклад числа F5 на простi спiвмножники:

F5 = 4294 967 297 = 641 · 6 700 417.

За часiв Ферма вважалося правильним твердження, що якщо 2n ≡ 2
(mod n), то n — просте. Хоча це твердження виявилося хибним (був зна-
йдений контрприклад: n = 341), на думку Тадеуша Банахевича, саме
це могло спонукати Ферма висунути свою гiпотезу, оскiльки твердження
2Fn ≡ 2 (mod Fn) є правильним при всiх n.

На сiчень 2025 року вiдомо 5 простих чисел Ферма — при n ∈ {0, 1, 2, 3, 4}:

F0 = 22
0

+ 1 = 21 + 1 = 3;

F1 = 22
1

+ 1 = 22 + 1 = 5;

F2 = 22
2

+ 1 = 24 + 1 = 17;

F3 = 22
3

+ 1 = 28 + 1 = 257;

F4 = 22
4

+ 1 = 216 + 1 = 65 537.

Iснування iнших простих чисел Ферма є вiдкритою проблемою. Вiдо-
мо, що Fn є складеними при 5 ⩽ n ⩽ 32 (рис. 27).

F0 F1 F2 F3 F4 F5

641 · 6 700 417

. . . F32 Fn

n ≥ 33

Простi Складенi Невiдомо
Ейлер, 1732

Рис. 27. Поточний статус чисел Ферма.

Властивостi чисел Ферма.
• Правильний n-кутник (рис. 28) можна побудувати за допомогою

циркуля та лiнiйки тодi i тiльки тодi, коли n = 2r · p1 · p2 · . . . · pk
(r = 0, 1, 2, . . .), де p1, . . . , pk — рiзнi простi числа Ферма (теорема
Гаусса–Ванцеля).
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• Серед чисел виду 2n+1 простими можуть бути тiльки числа Ферма
(тобто число n зобов’язане бути степенем 2). Дiйсно, якщо n має
непарний дiльник d > 1 i n/d = m, то

2n + 1 = (2m + 1)(1− 2m + 22m − · · ·+ 2n−m),

i тому 2n + 1 не є простим.

Рис. 28. Правильний сiмнадцятикутник.
• Для перевiрки чисел Ферма на простоту найефективнiшим є тест

Пепiна. Однак через подвiйну експоненцiальну швидкiсть зроста-
ння цих чисел тест вимагає колосальних обчислювальних ресурсiв.
На сьогоднi вiн був успiшно завершений лише для невеликої кiлько-
стi чисел (зокрема до n = 24 та деяких бiльших значень), причому
у випадках F14, F20, F22 та F24 вiн став першим пiдтвердженням
їхньої складеностi за вiдсутностi вiдомих дiльникiв.

• Десятковий запис чисел Ферма, бiльших за 5, закiнчується на 17,
37, 57 або 97.

• Кожен дiльник числа Fn при n > 2 має вигляд k · 2n+2 + 1 (Ейлер,
Люка, 1878).

• Числа Ферма зростають дуже швидко: 9-те число бiльше за гугол,
а 334-те число бiльше за гуголплекс.

Загалом станом на сiчень 2025 року знайдено 374 простих дiльники
чисел Ферма. Для 329 чисел Ферма доведено, що вони є складеними, при
цьому для двох з них (F20 i F24) досi невiдомо жодного дiльника. Кiлька
нових дiльникiв чисел Ферма знаходять щороку.
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Нижче наведено розклад чисел Ферма на простi спiвмножники, при
n ∈ {5, 6, 7, 8, 9}:

F5 = 22
5

+ 1 = 232 + 1 = 4 294 967 297 = 641 · 6 700 417;

F6 = 22
6

+ 1 = 264 + 1 = 18 446 744 073 709 551 617 = 274 177 · 67 280 421 310 721;

F7 = 22
7

+ 1 = 2128 + 1 = 340 282 366 920 938 463 463 374 607 431 768 211 457 =

= 59 649 589 127 497 217 · 5 704 689 200 685 129 054 721;

F8 = 22
8

+ 1 = 2256 + 1 = 115 792 089 237 316 195 423 570 985 008 687 907 853 269

984 665 640 564 039 457 584 007 913 129 639 937 = 1 238 926 361 552 897·
· 93 461 639 715 357 977 769 163 558 199 606 896 584 051 237 541 638 188 580 280 321;

F9 = 22
9

+ 1 = 2512 + 1 = 13 407 807 929 942 597 099 574 024 998 205 846 127 479 365

820 592 393 377 723 561 443 721 764 030 073 546 976 801 874 298 166 903 427 690 031

858 186 486 050 853 753 882 811 946 569 946 433 649 006 084 097 = 2 424 833·
· 7 455 602 825 647 884 208 337 395 736 200 454 918 783 366 342 657·
· 741 640 062 627 530 801 524 787 141 901 937 474 059 940 781 097 519 023 905 821
316 144 415 759 504 705 008 092 818 711 693 940 737.

Рис. 29. Символiчне зображення «числового вибуху» та складностi стру-
ктури великих чисел Ферма.
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Узагальненi числа Ферма.

Числа виду a2
n

+ b2
n

, де a, b — будь-якi взаємно простi числа, такi що
a > b > 0, називаються узагальненими числами Ферма. Непарне просте
p є узагальненим числом Ферма тодi i тiльки тодi, коли p ≡ 1 (mod 4).
(Ми розглядаємо лише випадок, коли n > 0, тому 3 = 22

0

+ 1 не є
контрприкладом.)

За аналогiєю зi звичайними числами Ферма прийнято записувати уза-
гальненi числа Ферма виду a2

n

+ 1 як Fn(a). У цьому позначеннi, на-
приклад, число 100 000 001 буде записано як F3(10). Далi ми обмежимося
простими числами цього виду, a2

n

+1, такi простi числа називаються “про-
стi Ферма за основою a”. Звiсно, цi простi числа iснують лише тодi, коли
a є парним.

Через легкiсть доведення їхньої простоти, в останнi роки узагальненi
простi числа Ферма стали темою для дослiджень у галузi теорiї чисел.
Багато з найбiльших вiдомих сьогоднi простих чисел є узагальненими
простими числами Ферма.

Узагальненi числа Ферма можуть бути простими тiльки для парних a,
оскiльки якщо a непарне, то кожне узагальнене число Ферма буде дiли-
тися на 2. Найменше просте число Fn(a) з n > 4 — це F5(30) або 3032 +1.

Fn(a) = a2
n

+ 1

a — непарне
Fn(a) завжди парне

(складене число)

a — парне
Можливе просте

(напр. Fn(30))

Класичнi (a = 2)
F0, F1, F2, F3, F4

(5 вiдомих простих)

Узагальненi (a > 2)
F5(30) = 3032 + 1

(найменше просте з n > 4)

Об’єкт сучасних пошукiв
(PrimeGrid)

Рис. 30. Класифiкацiя узагальнених чисел Ферма.

1.9 Принцип Ферма.
Принцип Ферма (принцип найменшого часу Ферма) — постулат у гео-

метричнiй оптицi, згiдно з яким свiтло обирає з множини шляхiв мiж дво-
ма точками той шлях, який вимагатиме найменшого часу. Тобто промiнь
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свiтла, як показано на рис. 31, рухається з початкової точки в кiнцеву то-
чку шляхом, що мiнiмiзує час руху (або, що те ж саме, мiнiмiзує оптичну
довжину шляху).

Принцип Ферма математично виражається умовою стацiонарностi опти-
чної довжини шляху:

δ

∫ B

A

n(s) ds = 0

де n(s) — показник заломлення середовища в точцi на шляху променя,
ds — елемент довжини шляху, A та B — початкова i кiнцева точки.

Час проходження свiтла визначається як:

t =
1

c

∫ B

A

n(s) ds

де c — швидкiсть свiтла у вакуумi.

Рис. 31. Принцип Ферма на
прикладi елiптичних повер-
хонь.

Цей принцип, застосований ще в I ст.
Героном Александрiйським для вiдбиття
свiтла, в загальному виглядi був сформу-
льований П’єром Ферма у 1662 роцi як
найзагальнiший закон геометричної опти-
ки. У рiзноманiтних конкретних випадках
з нього випливали вже вiдомi закони: пря-
молiнiйнiсть променя свiтла в однорiдно-
му середовищi, закони вiдбиття та залом-
лення свiтла на межi двох прозорих сере-
довищ.

Принцип Ферма є граничним випадком принципу Гюйгенса–Френеля
у хвильовiй оптицi для випадку зникаюче малої довжини хвилi свiтла i є
одним з екстремальних принципiв у фiзицi.

Рис. 32. Пояснення закону Снелла за допомогою принципу Ферма.
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1.10 Ферма та народження теорiї ймовiрностей.
У 1654 роцi П’єр де Ферма та Блез Паскаль розпочали листування,

яке сьогоднi вважається моментом народження сучасної теорiї ймовiрно-
стей. Приводом стала «задача про розподiл ставок» (Problem of Points),
яку поставив кавалер де Мере: як чесно роздiлити призовий фонд у грi,
перерванiй до її завершення?

Ферма запропонував революцiйний комбiнаторний пiдхiд. Замiсть то-
го, щоб аналiзувати лише минулi ходи, вiн запропонував розглянути всi
можливi варiанти завершення гри.

Приклад: Гравцi грають до 3-х перемог. Рахунок 2:1 на користь A.
Отже, A треба r = 1 перемога, а B треба s = 2 перемоги. Максималь-
на кiлькiсть партiй N = 1 + 2 − 1 = 2. Можливi наслiдки двох партiй:
AA,AB,BA,BB. Гравець A виграє у випадках AA,AB,BA (3 варiанти).
Гравець B виграє лише у випадку BB (1 варiант). Розподiл ставок: 3:1
на користь A (рис. 33).

2:1

3:1 2:2

4:1 3:2 3:2 2:3

A виграв B виграв

Зелений — виграш А

Червоний — виграш B

Рис. 33. Дерево можливих фiналiв для гри до 3-х перемог (рахунок 2:1).

Математичне формулювання методу Ферма: Нехай гравцевi A
бракує r перемог до виграшу, а гравцевi B — s перемог. Тодi гра обов’язково
завершиться щонайбiльше за N = r+ s− 1 партiй. Ферма припустив, що
навiть якщо гра завершиться ранiше, ми можемо умовно «дограти» всi
N партiй, щоб зробити всi результати рiвноймовiрними.

Загальна кiлькiсть можливих фiналiв гри становить 2N . Гравець A
виграє призовий фонд, якщо у цих додаткових партiях вiн здобуде при-
наймнi r перемог. Кiлькiсть таких сприятливих випадкiв обчислюється
як сума бiномiальних коефiцiєнтiв:

WA =

N∑
k=r

(
N

k

)
Вiдповiдно, ймовiрнiсть перемоги гравця A (а отже, i його частка в став-
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ках) становить:

P (A) =
1

2N

N∑
k=r

(
N

k

)
Цей пiдхiд Ферма фактично ввiв у науку поняття математичного

сподiвання та став основою для сучасної теорiї прийняття рiшень у си-
туацiях з невизначенiстю.

1.11 Факторизацiя методом Ферма та теорема про су-
му квадратiв.

Метод факторизацiї Ферма. Ферма запропонував алгоритм роз-
кладу великих чисел на множники, що базується на представленнi не-
парного числа N як рiзницi двох квадратiв:

N = x2 − y2 = (x− y)(x+ y)

Алгоритм шукає таке цiле x, щоб значення x2−N було повним квадра-
том y2. Хоча за часiв Ферма це було суто теоретичною розвагою, сьогоднi
його iдеї лежать в основi найпотужнiших методiв зламу сучасних кри-
птосистем (наприклад, алгоритму RSA), таких як метод квадратичного
решета.

На рис. 34 показано геометричну модель факторизацiї Ферма. Ми шу-
каємо такий квадрат x2, щоб рiзниця мiж ним i числом N була iдеальним
квадратом y2. Це дозволяє миттєво знайти дiльники через формулу рi-
зницi квадратiв.

y2

N

x− y y

x

x− y

y Геометрiя розкладу:
Площа N складається з двох частин:
1. Лiва: (x− y) · x
2. Нижня: (x− y) · y

Математично:
N = (x− y)x+ (x− y)y
N = (x− y)(x+ y)

Рис. 34. Геометрична iнтерпретацiя методу Ферма.

Ефективнiсть цього методу критично залежить вiд того, наскiльки
близькими один до одного є множники числа N . Якщо N = p · q, а значе-
ння p i q знаходяться неподалiк вiд

√
N , то алгоритм знаходить розв’язок

за мiнiмальну кiлькiсть iтерацiй. Саме через цю особливiсть у сучаснiй
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криптографiї при генерацiї ключiв для алгоритму RSA висувається суво-
ра вимога: простi числа p та q повиннi бути рiзної довжини або суттєво
вiдрiзнятися за значенням. В iншому випадку «цифрова фортеця» RSA
може бути зруйнована методом Ферма за лiченi секунди, що робить те-
орiю XVII столiття надзвичайно актуальною для сучасних фахiвцiв iз
кiбербезпеки.

Теорема про суму двох квадратiв. Одним iз найкрасивiших ре-
зультатiв Ферма є твердження, що будь-яке просте число p вигляду 4k+1
може бути представлене як сума двох квадратiв цiлих чисел, причому
єдиним способом. Наприклад:

5 = 12 + 22, 13 = 22 + 32, 17 = 12 + 42

Це твердження (вiдоме як «Рiздвяна теорема») було вперше надiслано
в листi до Мерсенна у 1640 роцi i стало вiдправною точкою для створення
теорiї квадратичних форм та продемонструвало глибинний зв’язок мiж
структурою простих чисел та їхнiм геометричним представленням.

x

y

x
2 +

y
2

=
13

(3, 2)

(2, 3)

x = 3

y = 2√ 13

Геометрiя теореми:
Число p = 13 (4k + 1) — це
квадрат вiдстанi вiд (0, 0)
до точки решiтки (x, y).

Арифметика:
13 = 32 + 22

13 = (3 + 2i)(3− 2i)

Рис. 35. Геометрична iнтерпретацiя суми двох квадратiв.

З точки зору сучасної алгебри, цей результат означає, що простi числа
вигляду 4k + 1 «розщеплюються» у кiльцi цiлих гауссових чисел Z[i] на
добуток двох комплексних множникiв: p = (x+ iy)(x− iy). Теорема стала
першим кроком до розумiння того, як звичайнi простi числа поводяться
в бiльш широких числових системах. Сьогоднi її узагальнення лежать в
основi теорiї iдеалiв та дозволяють класифiкувати цiлi числа, якi можна
представити як суму трьох, чотирьох або бiльшої кiлькостi квадратiв, що
має глибоке застосування в теорiї кодування та криптографiї.
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1.12 Спадщина Ферма: гiпотези Ейлера та Бiла i ABC-
гiпотеза.

Гiпотеза Ейлера. У 1769 роцi Леонард Ейлер запропонував узагаль-
нення Великої теореми Ферма, припустивши, що для того, аби сума n-них
степенiв дорiвнювала n-ному степеню, необхiдно щонайменше n доданкiв.
Наприклад, для n = 4: x4 + y4 + z4 = w4. Проте у 1986 роцi Ноам Елкiс
знайшов контрприклад, довiвши, що iнтуїцiя може пiдвести навiть генiя:

2684444 + 153656394 + 187967604 = 206156734

Ця гiпотеза здавалася настiльки природною, що нiхто не пiддавав її
сумнiву понад два столiття. Проте iсторiя її спростування стала уро-
ком смирення для теоретикiв. Перша «трiщина» в теорiї з’явилася ще
у 1966 роцi, коли Ландер та Паркiн за допомогою одного з перших су-
перкомп’ютерiв знайшли контрприклад для n = 5, де сума лише чоти-
рьох п’ятих степенiв дала п’ятий степiнь (275 +845 +1105 +1335 = 1445).
Спростування Елкiса для n = 4 у 1986 роцi було ще бiльш вражаючим,
оскiльки вiн не просто знайшов числа, а використав теорiю елiптичних
кривих, щоб довести iснування нескiнченної кiлькостi таких виняткiв. Це
вiдкриття остаточно пiдтвердило, що Велика теорема Ферма є скорiше
унiкальною арифметичною аномалiєю, нiж загальним правилом для ви-
щих степенiв.

Гiпотеза Ейлера

Для n = 4 потрiбно
мiнiмум 4 доданки:
x4 + y4 + z4 + t4 = w4

Вважалася вiрною 217 рокiв

VS

Контрприклад Елкiса

Достатньо 3 доданкiв:
x4 + y4 + z4 = w4

Доведено у 1986 роцi

СПРОСТОВАНО

2684444 + 153656394 + 187967604 = 206156734

Рис. 36. Гiпотеза Ейлера.

Гiпотеза Бiла: «Спадкоємець ВТФ на мiльйон доларiв». Сфор-
мульована у 1993 роцi техаським банкiром та математиком-самоуком Ен-
дрю Бiлом, ця гiпотеза є прямим узагальненням Великої теореми Ферма.
Вона стверджує:

Якщо Ax + By = Cz, де A,B,C, x, y, z — додатнi цiлi числа i
x, y, z > 2, то числа A,B,C повиннi мати спiльний простий
дiльник.
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Головна вiдмiннiсть вiд задачi Ферма полягає в тому, що показники
степенiв x, y, z можуть бути рiзними. Якщо хоча б один iз показникiв
дорiвнює 2, знайти розв’язки без спiльного дiльника легко (наприклад,
72 + 25 = 34, де gcd(7, 2, 3) = 1). Але як тiльки всi три степенi стають
бiльшими за 2, простiр розв’язкiв рiзко «стискається».

Сьогоднi гiпотеза перевiрена за допомогою комп’ютерiв для величе-
зних значень чисел, але загальне доведення досi не знайдене. Щоб пiдiгрi-
ти iнтерес наукового свiту, Ендрю Бiл заснував премiю, сума якої зросла
з 5 000 доларiв у 1997 роцi до 1 000 000 доларiв сьогоднi. Гiпотеза Бiла
є значно «сильнiшою» за теорему Ферма: якщо вона буде доведена, Вели-
ка теорема Ферма автоматично стане її простим наслiдком для випадку
x = y = z = n.

ABC-гiпотеза. Це одна з найглибших проблем сучасної теорiї чисел,
яка дослiджує фундаментальний зв’язок мiж операцiями додавання та
множення. Вона стверджує, що якщо три числа пов’язанi простим спiввiд-
ношенням додавання, то вони не можуть одночасно складатися з великої
кiлькостi малих простих множникiв.

Для формулювання гiпотези вводиться поняття радикалу числа —
добутку всiх його рiзних простих дiльникiв:

rad(n) =
∏
p|n

p

Наприклад: rad(18) = rad(2 · 32) = 2 · 3 = 6.

Адитивне спiввiдношення
a+ b = c

(gcd(a, b, c) = 1)

Мультиплiкативне ядро
rad(abc) =

∏
p|abc p

(Добуток унiкальних простих дiльникiв)

ABC-Гiпотеза
rad(abc)1+ε

(Виконується для майже всiх трiйок)

Наслiдок для ВТФ:
У рiвняннi xn + yn = zn:
rad(xnynzn) = rad(xyz).
Радикал не росте при збiльшеннi
n,
тодi як zn росте експоненцiально.
ABC-гiпотеза обмежує n,
роблячи розв’язки
неможливими.

Рис. 37. Логiчна структура ABC-гiпотези.
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Формулювання гiпотези: Для будь-якого ε > 0 iснує лише скiнчен-
на кiлькiсть трiйок взаємно простих додатних цiлих чисел (a, b, c), таких
що a+ b = c та виконується умова:

c > rad(abc)1+ε

Чому це важливо? ABC-гiпотеза фактично стверджує, що «мульти-
плiкативна складнiсть» (радикал) суми трьох чисел зазвичай не набагато
менша за саме найбiльше число c.

Зв’язок iз Великою теоремою Ферма: Якби ABC-гiпотеза була
доведена, Велика теорема Ферма стала б її майже миттєвим наслiдком.
Розглянемо рiвняння xn + yn = zn. Для великих n значення zn зростало
б значно швидше за радикал добутку rad(xnynzn) = rad(xyz), що пря-
мо суперечило б ABC-гiпотезi. Таким чином, гiпотеза встановлює жорс-
тку межу на те, наскiльки «степеневими» можуть бути компоненти суми
a + b = c. Це пiдкреслює, що iдеї Ферма, народженi 400 рокiв тому, про-
довжують формувати переднiй край сучасної науки.

Поколiння, що прийшло за Ферма, втратило iнтерес до грецької ма-
тематики, за винятком хiба що iнтересу до робiт Евклiда, працi якого до
самого XX столiття були прикладом строгостi та краси в геометрiї, а його
«Начала» — найбiльш часто видавана книга пiсля Бiблiї.

Зi смертю Ферма у 1665 роцi грецька математика вже змiнилася на
сучасну. Пiсля нього жоден великий математик не ставив собi за мету
вiдновити традицiї античностi.

Рис. 38. Поштова марка Чехiї 2000 року, присвячена ВТФ.
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