
П’ять постулатiв геометрiї Всесвiту:
«Начала» Евклiда Олександрiйського та

математика досконалостi.

***

Одного разу вчитель запитав майбутнього великого грецького мате-
матика Евклiда:

— Що б ти вибрав: два цiлих яблука чи чотири їхнi половинки?
— Звiсно, чотири половинки.
— А чому? — запитав учитель.
— Адже це одне й те саме.
— I зовсiм не одне й те саме, — вiдповiв майбутнiй математик.
— Вибравши два цiлих яблука, як би я змiг дiзнатися, червивi вони

чи нi?..

1.1 Евклiд Олександрiйський, конiки та iррацiональ-
нiсть

√
2.

Евклiд Олександрiйський (325 — 265 рр. до н.е.) — автор одного з
найпопулярнiших творiв в iсторiї (пiсля Бiблiї). Його головний твiр «На-
чала» був перевиданий тисячi разiв, протягом столiть за ним осягали ази
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математики та геометрiї цiлi поколiння вчених. Ця праця складається з
13 книг i мiстить найважливiшi геометричнi та арифметичнi теорiї Дав-
ньої Грецiї. Не менше значення, нiж змiст, має й вигляд, у якому Евклiд
представив наукове знання: з аксiом i визначень вiн вивiв 465 теорем,
побудувавши бездоганну логiчну структуру, що залишалася непорушною
аж до початку XIX столiття, коли була створена неевклiдова геометрiя.

Рис. 1. Евклiд за роботою.

Про життя Евклiда вiдомо ду-
же мало, а тими нечисленни-
ми вiдомостями, якими ми воло-
дiємо, завдячуємо давньогрецько-
му фiлософу-неоплатонiку Про-
клу, який записав їх через шiсть
столiть пiсля смертi математика.
Прокл розповiдає, що Евклiд пра-
цював у Олександрiї – мiстi, за-
снованому Олександром Македон-
ським у 332 роцi до н.е., i що ста-
ло столицею iмперiї за правлiння
єгипетського царя Птолемея I Со-
тера (Рятiвника). Птолемей побу-
дував знамениту Олександрiйську
бiблiотеку, яку його син Птолемей
II Фiладельф розширив, заснував-
ши Мусейон. Прокл стверджує, що
Евклiд навчався в Академiї Плато-
на i був знайомий з творами Ари-
стотеля. Переселившись до Оле-
ксандрiї, вiн заснував там школу
й заклав основи математичної тра-
дицiї, яку виклав у кiлькох творах,
зокрема «Началах», написаних у
зрiлому вiцi.

Евклiдовi приписують два знаменитi висловлювання. На питання царя
Птолемея I «Чи немає шляху коротшого, нiж той, про який ти пишеш у
«Началах», щоб вивчити геометрiю?» вiн дав рiзку вiдповiдь: «У геометрiї
немає царських шляхiв». Друге — його реакцiя на питання учня про те,
яку користь принесе йому вивчення геометрiї. Евклiд наказав рабу: «Дай
йому три оболи (мiдна монета в Давнiй Грецiї), раз вiн хоче отримувати
прибуток з навчання».

Цей великий грек оформив у «Началах» математичне вчення, що за-
родилося за три столiття до цього i проiснувало багато столiть пiсля його
смертi, що сталася близько 265 року до н. е. Таким чином, Евклiд здiйснив
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великий синтез трьох столiть давньогрецької математики, яка, судячи з
обсягу твору давнього мудреця, була дуже розвиненою дисциплiною, осо-
бливо якщо врахувати, що в «Началах» не розглядалися багато питань,
що вивчалися в Академiї.

На рис. 2 нижче показанi роботи Евклiда.

Рис. 2. Твори, що приписуються Евклiду.

Як видно, крiм «Начал» Евклiд написав багато iнших праць. У су-
купностi цi книги представляють собою досить чiтку програму вивчення
математики, а також стосуються широкого ряду iнших питань геометрiї
(першi три — початкового рiвня, останнi три — складнiшi), астрономiї,
музики, оптики та механiки.

У «Даних» мiстяться 94 положення (аксiоми), в яких аналiзується, якi
властивостi фiгур можна вивести, якщо «вiдомi деякi з них»; цю книгу
можна назвати початковим пiдручником з елементарної планiметрiї.

У творi «Про подiл фiгур» розглядається подiл заданої фiгури однiєю
або кiлькома прямими, «дотримуючись деяких умов», щоб площi утворе-
них частин спiввiдносилися мiж собою певним чином.
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Рис. 3. Конiчнi перерiзи - результат перетину конуса площиною.

Рис. 4. Конiчнi перетини.

Робота «Конiчнi перетини»
була присвячена однойменним
перерiзам (або просто конi-
кам), якi є перетином кону-
са (подвiйного) з площиною.
Тип перерiзу залежить вiд ку-
та площини. На рис. 3 зобра-
женi рiзнi конiчнi перетини за-
лежно вiд спiввiдношення фо-
куса i директриси. Як видно
з рис. 4, якщо площина па-
ралельна осi конуса, ми отри-
муємо гiперболу (що складає-
ться з двох гiлок), якщо пло-
щина паралельна твiрнiй ко-
нуса, то параболу, а в iнших
випадках — елiпс (включаючи
коло як окремий випадок).
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Iррацiональнiсть
√
2.

Припустимо, що
√
2 — рацiональне число. Тодi його можна предста-

вити у виглядi дробу: √
2 =

p

q
,

де p i q — цiлi числа, що не мають спiльних дiльникiв (тобто дрiб неско-
ротний), i q ̸= 0.

Пiднесемо обидвi частини до квадрата:

2 =
p2

q2
⇒ p2 = 2q2.

Отже, p2 — парне число, оскiльки дiлиться на 2. З цього випливає,
що й p — парне (оскiльки квадрат непарного числа — непарний). Нехай
p = 2k, де k — цiле число.

Пiдставимо назад:
(2k)2 = 2q2 ⇒

4k2 = 2q2 ⇒

q2 = 2k2.

Отже, q2 теж парне, а значить i q — парне.
Таким чином, i p, i q — парнi, що суперечить припущенню, що дрiб p

q
нескоротний.

Отже, наше припущення невiрне, i
√
2 — iррацiональне число.

1.2 Геометрiя «Начал».
Прийнято вважати, що Евклiд написав 13 книг iз загальною назвою

«Начала». Вони викладенi на койне (форма грецької мови) з використа-
нням символiв, що позначають геометричнi поняття, зокрема точки, ве-
личини i числа. На рис. 5 нижче наведене зображення Ватиканського
манускрипту «Начал».

Книга I вважається основною. У нiй мiстяться 23 визначення, п’ять
постулатiв i п’ять загальних понять. Головна тема книги — теорiя три-
кутникiв. Представленi основнi технiки танграма для доказiв i побудов
з лiнiйкою та циркулем. Наприкiнцi книги — визначення прямокутних
трикутникiв як таких, що пiдпадають пiд теорему Пiфагора. Також у нiй
показанi дедуктивнi можливостi методу доведення до абсурду.
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Рис. 5. Ватиканський манускрипт «Начал».

На рис. 6 нижче можна побачити одну з редакцiй 1-ї книги «Начал».

Рис. 6. Версiя Книги 1.
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Книга II мiстить геометричну алгебру, точнiше, елементарнi алгебра-
їчнi перетворення виду:

(x± y)2 = x2 + y2 ± 2xy,

x2 − y2 = (x+ y)(x− y)

та їхнi наслiдки, але не мiстить жодного рiвняння.
У нiй розглядаються геометричнi задачi, що розв’язуються за допо-

могою алгебраїчних перетворень з «Даних»; наприклад, побудова прямо-
кутного трикутника за заданою гiпотенузою та висотою, проведеною з
вершини прямого кута на гiпотенузу.

На рис. 7 нижче 2-га книга «Начал».

Рис. 7. Версiя Книги 2.

Книга V має найважливiше значення для розумiння Евклiдової гео-
метрiї, оскiльки в нiй вводиться теорiя вiдношень i пропорцiй, без якої
неможливi докази багатьох теорем. Вона мiстить 18 визначень, одна з
редакцiй наведена на рис. 8 нижче.
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Рис. 8. Версiя Книги 5.

Iнформацiя про iншi книги представлена у табл. 1.

Табл.1. Книги «Начал» Евклiда.

Книга II — Мiстить теореми так званої «геометричної алгебри». Спи-
рається на книгу I.

Книга III — Мiстить положення про кола, їхнi дотичнi та хорди, цен-
тральнi та вписанi кути. Спирається на книгу I i положення 5, 6 книги II.

Книга IV — Мiстить положення про вписанi та описанi багатокутни-
ки, про побудову правильних багатокутникiв. Спирається на книги I, III
i на положення 11 книги II.

Книга V — Загальна теорiя вiдношень, розроблена Евдоксом Кнiд-
ським. Самостiйна.
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Книга VI — Вчення про подiбнiсть геометричних фiгур. Ця книга за-
вершує евклiдову планiметрiю. Спирається на книги I, V i на положення
27 i 31 книги III.

Книга VII — Теоретична арифметика. Натуральнi числа, теорiя по-
дiльностi та пропорцiй, нескiнченнiсть множини простих чисел, алгоритм
Евклiда, досконалi числа. Самостiйна.

Книга VIII — Продовження теоретичної арифметики. Спирається на
визначення з книг V, VII.

Книга IX — Теоретична арифметика: геометрична прогресiя, доско-
налi числа. Спирається на книги VII, VIII i на положення 3, 4 книги II.

Книга X — Класифiкацiя неспiвмiрних величин. Найоб’ємнiша книга
«Начал». Спирається на книги V, VI; положення 44, 47 книги I; положен-
ня 31 книги III; положення 4, 11, 26 книги VII; положення 1, 24, 26 книги
IX.

Книга XI — Основи стереометрiї: теореми про прямi та площини, тi-
леснi кути, об’єм паралелепiпеда i призми, рiвнiсть i подiбнiсть паралеле-
пiпедiв. Спирається на книги I, V, VI, положення 31 книги III i положення
1 книги IV.

Книга XII — Теореми про пiрамiди та конуси, метод вичерпування,
теорема про об’єм конуса. Спирається на книги I, III, V, VI, XI; положе-
ння 6, 7 книги IV i положення 1 книги X.

Книга XIII — Побудова правильних многогранникiв; доказ iснуван-
ня п’яти правильних многогранникiв. Спирається на книги I, III, IV, V,
VI, X, XI i на положення 4 книги II.

Деякi визначення «Начал» наведенi на рис. 9 нижче.

Рис. 9. Деякi визначення Книги 1.
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1.3 5 постулатiв геометрiї Всесвiту та дедукцiя.
Евклiд заснував свою геометрiю на кiлькох постулатах (припущен-

нях), якi досi вважаються очевидними та логiчними:

1. Пряму лiнiю можна провести з будь-якої точки в будь-яку iншу то-
чку.

2. Скiнченна пряма може бути продовжена на довiльно велику вiд-
стань.

3. Можна намалювати коло з будь-якою точкою як центром i будь-
якою довжиною як радiусом.

4. Усi прямi кути рiвнi мiж собою.

5. П’ятий постулат, або аксiома паралельностi, стверджує: якщо при
проведеннi прямої, яка перетинає iншi двi прямi, внутрiшнi кути з
одного боку утворюють у сумi менше 180°, то цi двi прямi у своє-
му продовженнi перетинаються на цьому боцi площини. Графiчне
зображення цiєї аксiоми наведене на рис. 10 нижче.

Рис. 10. Аксiома паралельностi.

Математики довго спереча-
лися про самоочевиднiсть цьо-
го постулату, а сумнiв у ньому
в XVIII-XIX столiттях призвiв
до створення неевклiдової гео-
метрiї та революцiйного пере-
гляду основ геометрiї як нау-
ки.

Переходячи до розгляду де-
дуктивного методу в «Нача-
лах», необхiдно вiдзначити, що
дедукцiя не передбачає факту
iснування об’єкта, що визна-
чається, — його треба вста-
новити. Для цього необхiдно
розв’язати задачу виду «чи
iснує такий предмет, як...». У
роботi Евклiда для побудови геометричних об’єктiв використовуються
тiльки циркуль i лiнiйка, iнших iнструментiв не дається. Отже, єдинi iсну-
ючi точки — тi, якi виникають у мiсцях перетину прямих лiнiй i кiл.

Пiсля того, як об’єкт побудовано i задачу розв’язано, потрiбно пере-
конатися, що вiн саме такий, як потрiбно, тобто побудова вiдповiдає ха-
рактеристикам, даним у визначеннi.
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Для цього використовувалися теореми. Вони «встановлюють iснуван-
ня» як дане; вони говорять «ось об’єкт» i констатують, що мiж рiзними
твердженнями є логiчний зв’язок.

Для розв’язання задач необхiдний аналiз, тобто знання деяких базо-
вих вiдомостей, якi дозволяють побудувати об’єкт. Наприклад, якщо дана
сторона AB, потрiбно подумати, якi iнструменти знадобляться для побу-
дови рiвностороннього трикутника. Для цього можна уявити його вже
побудованим i розглянути, що пов’язує всi його частини. У теоремах же
головне — синтез вiд постулатiв до необхiдного результату. На рис. 11
нижче представлена пропозицiя 1 першої книги.

Рис. 11. Рiвностороннiй трикутник iз заданою довжиною сторони.

1.4 Танграм, золотий перерiз i пiфагорiйська зiрка.
Одним iз найважливiших досягнень китайської геометрiї було вина-

йдення танграма, що дозволяє складати рiзнi фiгури з однаковою пло-
щею. Давньогрецькi математики розвинули й узагальнили цю технiку,
надавши їй величезного дедуктивного потенцiалу. Зокрема, метод тан-
грама дозволив Евклiдовi довести одну з основоположних теорем дав-
ньогрецької геометрiї, знамениту теорему Пiфагора, i розв’язати задачi
тисячолiтньої давнини, успадкованi вiд месопотамських мислителiв.

Танграм (сiм дощечок майстерностi) — це головоломка, як на рис. 12
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нижче, яка складається з семи гральних танiв — плоских геометричних
фiгур, що складаються в рiзнi форми. Задача головоломки — створити
задану форму (на основi тiльки контуру силуету) з використанням усiх
семи танiв, якi заборонено накладати один на одного.

Це одна з найпопулярнiших головоломок такого типу у свiтi. Китай-
ський психолог назвав танграм «найдавнiшим психологiчним тестом свi-
ту», хоча й створеним для розваги, а не для аналiзу.

Рис. 12. Танграм.

Згiдно з ле-
гендою, одного
разу монах дав
своєму учневi зав-
дання здiйснити
подорож для то-
го, щоб нама-
лювати сутнiсть
рiзноманiтної кра-
си свiту тiльки
на однiй кера-
мiчнiй дощечцi.
На жаль, до-
щечка розбила-
ся на сiм шма-
ткiв, i учень нi-
як не мiг її зно-
ву зiбрати в ква-
дратну форму.

Вiн намагав-
ся це зробити
багато днiв по-
спiль, намалю-
вав численнi зраз-
ки та зображен-
ня. Зрештою, учень зрозумiв: немає сенсу подорожувати свiтом, тому що
легко можна знайти всю красу i рiзноманiтнiсть свiту в семи шматках
розбитої дощечки.

На рис. 13 а) нижче показаний приклад «Два ченцi», б) – «Магiчна
чаша для гральних кубикiв з Восьмої книги Тана» (1903). Кожна з цих
чаш створена з одних i тих самих семи елементiв, однак перша чаша –
повна, а двi iншi мiстять порожнечi рiзної форми (звернiть увагу, що чаша
лiворуч коротша за двi iншi; а та, що посерединi, трохи ширша тiєї, що
праворуч).
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Рис. 13. Парадоксальнi фiгури танграма.

Якщо вибрати одиницю вимiрювання таким чином, що сiм елементiв
можуть бути зiбранi в квадрат зi стороною одиниця i площею — квадратна
одиниця, то сiм елементiв будуть наступними:

• 2 великих прямокутних трикутники (гiпотенуза 1, сторони
√
2
2 , пло-

ща 1
4 );

• 1 середнiй прямокутний трикутник (гiпотенуза
√
2
2 , сторони 1

2 , пло-
ща 1

8 );

• 2 маленьких прямокутних трикутники (гiпотенуза 1
2 , сторони

√
2
4 ,

площа 1
16 );

• 1 квадрат (сторони
√
2
4 , площа 1

8 );

• 1 паралелограм (сторони: 1
2 i

√
2
4 , площа 1

8 ).

Серед цих семи танiв паралелограм є особливим, оскiльки вiн не має
осьової симетрiї, а лише обертальну симетрiю, i тому його дзеркальне
зображення може бути отримане лише перевертанням цього елемента.
Тому це єдиний тан, який при складаннi певних фiгур слiд перевертати.

Тiльки з текстiв 19-го столiття було створено понад 6500 задач для
танграма, i поточне число постiйно зростає. Однак вiдомо, що кiлькiсть
фiгур є скiнченною.

Fu Traing Wang i Chuan-Chin Hsiung у 1942 роцi довели, що iснує лише
13 опуклих конфiгурацiй танграма (тобто таких, у яких вiдрiзок, прове-
дений мiж будь-якими двома точками фiгур конфiгурацiї, повнiстю про-
ходить через тiло конфiгурацiї), як на рис. 14 нижче.
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Рис. 14. 13 опуклих конфiгурацiй танграма.

Золотий перерiз та пiфагорiйська зiрка.

Золотий перерiз (гармонiчний подiл) — спiввiдношення частин i цiло-
го, при якому вiдношення частин мiж собою i цiлого до бiльшої частини
рiвнi. Такi спiввiдношення спостерiгаються в природi, вiдкритi в науцi та
дотримуються у творах мистецтва, що, на думку багатьох, надає їм осо-
бливої гармонiї. Його також називають золотим подiлом (коли мається
на увазi певна найбiльша частина), золотим числом, божественною про-
порцiєю або, в термiнологiї Евклiда, подiлом у крайньому та середньому
вiдношеннi. Це спiввiдношення зазвичай позначається великою грецькою
лiтерою Φ (фi) на честь давньогрецького скульптора й архiтектора Фiдiя
та вiдповiдає значенню:

Φ =
1 +

√
5

2
≈ 1,6180339874948948204586834365638117720309 . . . (1)

Це iррацiональне число, тобто число, яке, як i
√
2 не може бути пред-

ставлене у виглядi рацiонального дробу (з цiлим чисельником та зна-
менником). На «золотих вiдрiзках» базуються рiзнi системи та способи
пропорцiювання в архiтектурi, їх спiввiдношення є унiверсальним.

Звiдси назва, яка вперше з’явилася в епоху Вiдродження, зокрема
в трактатi францисканського ченця, математика Луки Пачолi «Боже-
ственна пропорцiя» (лат. De Divina Proportione, 1509 р.), але закономiр-
нiсть подiбних вiдношень була вiдома набагато ранiше: у Стародавнiй
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Месопотамiї, Єгиптi та античнiй Грецiї. Iсторично в давньогрецькiй ма-
тематицi золотим перерiзом називався подiл вiдрiзка точкою на двi ча-
стини так, що бiльша частина вiдноситься до меншої, як весь вiдрiзок
до бiльшої (як на рис. 15 нижче):

A

B
=

A+B

A
(2)

Рис. 15. Золотий перерiз.

Це поняття було поширене не тiльки на вiдрiзки, але й на довiльнi
величини.

З вихiдної рiвностi (наприклад, приймаючи A+ B за 1, A за x i B за
невiдому змiнну y, i розв’язуючи отриману систему рiвнянь x + y = 1;
x
y = 1

x ) виходить квадратне рiвняння:

x

1− x
=

1

x
⇔ x2 + x− 1 = 0 (3)

А пiсля його розв’язання два коренi:

1

Φ
=

−1 +
√
5

2
(4)

−Φ =
−1−

√
5

2
(5)
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Φ можна представити у виглядi нескiнченного ланцюжка квадратних
коренiв:

Φ =

√
1 +

√
1 +

√
1 +

√
1 + · · · (6)

Φ також представляється у виглядi нескiнченного ланцюгового дробу:

Φ = 1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

. . .

(7)

Пiдхiдними дробами слугують вiдношення послiдовних чисел Фiбо-
наччi Fn+1

Fn
або Fn

Fn−1
.

Таким чином,

Φ = lim
n→∞

Fn+1

Fn
= lim

n→∞

Fn

Fn−1
(8)

де Fn — n-те число Фiбоначчi.
Першi кiлька пiдхiдних дробiв:

F2

F1
=

1

1
= 1 (9)

F3

F2
=

2

1
= 2 (10)

F4

F3
=

3

2
= 1,5 (11)

F5

F4
=

5

3
≈ 1,667 (12)

F6

F5
=

8

5
= 1,6 (13)

F7

F6
=

13

8
= 1,625 (14)

Евклiд використовував золотий перерiз для промiжного етапу побу-
дови правильного п’ятикутника, зокрема, щоб отримати рiвнобедрений
трикутник, у якого кути при основi були б удвiчi бiльшi за кут при вер-
шинi. Цю дивовижну побудову можна пояснити, тiльки припустивши, що
у Евклiда вже був приклад такого п’ятикутника, причому iдеального, i
що, аналiзуючи цю фiгуру, вiн прийшов до висновку про необхiднiсть ви-
щевказаного трикутника. Дiйсно, при розглядi п’ятикутника видно, що
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двi дiагоналi та одна його сторона утворюють рiвнобедрений трикутник,
кути в основi якого вдвiчi бiльшi за кут у вершинi. Дiагоналi EB i AD
перетинаються в точцi F, яка дiлить їх у крайньому та середньому спiв-
вiдношеннi. Правильний п’ятикутник мав особливе значення для пiфа-
горiйської школи, символом якої, як кажуть, була п’ятикутна зiрка, що
утворюється шляхом проведення дiагоналей усерединi пентагона, як на
рис. 16 нижче.

Рис. 16. Рiвнобедренi трикутники та пентагон.

1.5 Полiедри (Платоновi тiла) i Евклiд.
Чи iснують усi п’ять Платонових тiл? Побудувати першi три (тетра-

едр, гексаедр (куб) та октаедр) вiдносно легко, але у випадку з iкосаедром
та додекаедром це значно складнiше — саме тому Гiпсiкл вiдвiв значну
частину книги XIV побудовам цих фiгур. Евклiд у пропозицiях з 13 по 17
книги XIII пояснює цi фiгури i виводить їхнi сторони вiдповiдно до дiаме-
тра сфери, в яку вони вписанi. Задача зводиться до того, щоб побудувати
коло, що описане навколо однiєї з граней багатогранника. Ця побудова
є результатом аналiзу, як i в прикладi з правильним п’ятикутником та
пiфагорiйською зiркою. На рис. 17 нижче показано 5 Платонових тiл,
iснування яких i неможливiсть побудови iнших доведенi Евклiдом.

Вiдео (2 хвилини 30 сек.): Александрiйська бiблiотека i Евклiд:
https://youtu.be/dY6U-LlRoHc
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Рис. 17. Платоновi тiла.

Найнезвичайнiшу побудову одного з них запропонував Лука Пачолi у
творi «Про божественну пропорцiю».

Рис. 18. Каркас iкосаедра з трьох «зо-
лотих» прямокутникiв.

Цей трактат вiдомий не тiль-
ки тим, що в ньому крайнi та
середнi спiввiдношення отримали
одну з найяскравiших назв, але й
завдяки своєму науковому змiсту,
а також чудовим малюнкам полi-
едрiв роботи самого Леонардо да
Вiнчi.

У 1507 роцi Пачолi зробив то-
чний переклад «Начал» латиною
i доповнив їх побудовами. Як ви-
дно на рис. 18, вiн вставив один в
одного три рiвних золотих прямо-
кутники перпендикулярно один
до одного по середнiй паралелi.
Потiм йому залишалося тiльки
з’єднати найближчi одна до одної
вершини. Далi, щоб побудувати
додекаедр, iталiєць з’єднав цен-
три граней iкосаедра, i готово!
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На рис. нижче наведено 3-D побудову iкосаедра на основi золотих пря-
мокутникiв, аналогiчно до того, як це робив Пачолi: а) - побудова гранi;
в) - побудова п’яти граней при однiй вершинi; г) - результат. У цьому
випадку отримуємо б) - подiл вiдрiзка в пропорцiї золотого перерiзу.

Рис. 19. Правильний iкосаедр на основi золотого перерiзу.

Задля розширення свiтогляду, розглядаючи Платонiвськi тiла, згада-
ємо деякi цiкавi здобутки вiдомих математикiв, якi також дослiджували
полiедри.

Ейлером у 1752 р. була виведена формула, що пов’язує число вершин
(В), граней (Г) i ребер (Р) будь-якого опуклого багатогранника простим
спiввiдношенням: В + Г = Р + 2.

Також правильний багатогранник може бути комбiнаторно описаний
символом Шлефлi (p, q), де: (p) — число ребер у кожнiй гранi; (q) — число
ребер, що сходяться в кожнiй вершинi. Символи Шлефлi для правильних
багатогранникiв наведено в табл. 2.
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Табл. 2. Символи Шлефлi правильних багатогранникiв.

Багатогранник Вершини Ребра Гранi Символ Шлефлi

тетраедр 4 6 4 {3, 3}
гексаедр (куб) 8 12 6 {4, 3}
октаедр 6 12 8 {3, 4}
додекаедр 20 30 12 {5, 3}
iкосаедр 12 30 20 {3, 5}

У 1811 роцi французький математик Огюстен Кошi встановив, що
iснує всього 4 правильних зiрчастих тiла, якi не є з’єднаннями Плато-
нових i зiрчастих тiл (у них гранi перетинаються мiж собою). До 4 пра-
вильних зiрчастих тiл належать описанi в 1619 роцi Йоганном Кеплером
малий зiрчастий додекаедр та великий зiрчастий додекаедр, а також ве-
ликий додекаедр i великий iкосаедр, вiдкритий у 1809 роцi Луї Пуансо,
як на рис. 20 нижче. Решта правильних зiрчастих багатогранникiв є або
з’єднаннями Платонових тiл, або з’єднаннями тiл Кеплера — Пуансо.

Рис. 20. Тiла Кеплера-Пуансо.

I, нарештi, у чотиривимiрному просторi всього налiчується 6 правиль-
них багатогранникiв (полiтопiв).

• 5-комiрник (або симплекс, пентахорон): Це найпростiший пра-
вильний 4D полiтоп, що складається з 5 вершин, 10 ребер, 10 граней
(трикутникiв) i 5 об’ємних комiрок (тетраедрiв).

• 8-комiрник (або тесеракт, 4-куб): Це 4D аналог куба. Вiн має
16 вершин, 32 ребра, 24 гранi (квадрата) i 8 комiрок (кубiв).

• 16-комiрник (або гексадекахорон): Вiн двiйчастий до 8-комiрника.
Має 8 вершин, 24 ребра, 32 гранi (трикутника) i 16 комiрок (тетра-
едрiв).
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• 24-комiрник (або iкоситетрахорон): Це єдиний правильний 4D
полiтоп, який не має аналогiв серед платонових тiл у 3D. Вiн має 24
вершини, 96 ребер, 96 граней (трикутникiв) i 24 комiрки (октаедри).

• 120-комiрник (або гекатонiкосахорон): Це 4D аналог додекае-
дра. Вiн має 600 вершин, 1200 ребер, 720 граней (п’ятикутникiв) i
120 комiрок (додекаедрiв).

• 600-комiрник (або гексакосихорон): Вiн двiйчастий до 120- ко-
мiрника i є 4D аналогом iкосаедра. Має 120 вершин, 720 ребер, 1200
граней (трикутникiв) i 600 комiрок (тетраедрiв).

Цi фiгури дуже складно вiзуалiзувати в нашому тривимiрному свiтi
(рис. 21), але математично вони строго визначенi та вивчаються в геоме-
трiї вищих вимiрiв.

Рис. 21. Правильнi багатогранники в 4-вимiрному просторi.

1.6 Число пi, квадратура круга та парадокс пiци.
Одним з головних досягнень пiфагорiйської школи було вiдкриття мо-

жливостi побудувати квадратуру (квадрат, рiвний за площею до будь-якої
плоскої фiгури з багатьма сторонами). Але чи є це справедливим для кру-
га та iнших фiгур з однiєю або всiма сторонами, що є дугами або iншими
кривими? Це питання займало не тiльки математикiв, але й мислителiв,
i з часом вираз «квадратура круга» став синонiмом нерозв’язної задачi.

У другiй половинi XIX столiття англiєць Генрi Рiнд придбав папiрус,
датований приблизно 1650 роком до н. е. i названий згодом його iм’ям.
Цей папiрус, у свою чергу, був копiєю ще давнiшого папiрусу, 1800 року до
н. е., i мiстив задачi щодо визначення об’єму цилiндричних ємностей для
зберiгання зерна. Його автор, писар Ахмес, хотiв дiзнатися площу кола,
що лежить в основi цилiндра, що привело його до визначення числа π.
У давнину його зазвичай вважали рiвним 3. Однак Ахмес запропонував
точнiше значення π, приблизно звiвши коло до восьмикутника.

Дано квадрат, що складається з дев’яти одиниць по сторонах. Роздi-
лимо його на дев’ять квадратiв так, що сторона середнього квадрата буде
дорiвнювати трьом цiлим одиницям (рис. 22 нижче).
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Рис. 22. Наближення Ахмеса
для π.

Вiд загальної площi вiднiмемо площу
чотирьох прямокутних трикутникiв з вер-
шинами, що утворюються при проведеннi
дiагоналей кутнiх квадратiв. Площа отри-
маного восьмикутника буде дорiвнювати

92 − 4× 3× 3

2
= 81− 18 = 63

одиницi у квадратi. Побудуємо коло з дiа-
метром, рiвним 9 одиницям i площею, ма-
ксимально наближеною до 63 одиниць у
квадратi (для зручностi розрахунку ква-
дратного кореня беремо 64). Значення π
при цьому приблизно буде дорiвнювати

π =
64(
9
2

)2 =

(
16

9

)2

≈ 3,16 . . .

Розв’язання задачi квадратури круга «грецьким» способом, тобто за
допомогою лiнiйки i циркуля, було недосяжним для геометрiв протягом
багатьох столiть. У 414 роцi до н. е. афiнський драматург Аристофан
назвав свого персонажа, який хвалився тим, що побудував квадратуру
кола, шарлатаном. Але труднощi не завадили багатьом видатним мате-
матикам робити спроби там, де зазнали поразки попередники. Микола
Кузанський (1401–1464), Оронцiй Фiнеус (1494–1555) i П’єр де Сен-Бенсан
(1584–1667) опублiкували фантастичнi методи отримання квадратури ко-
ла, якi виявилися хибними. У той же час Джеймс Грегорi (1638–1675) i
Йоганн Бернуллi (1667–1748) розробили рiзнi способи, що дозволяють пi-
дiйти до розв’язання цiєї задачi з iншого боку. Нiмецький учений Йоганн
Ламберт (1728–1777) першим довiв, що число π є iррацiональним. Його
спiввiтчизник Фердинанд фон Лiндеман у 1880 роцi вiдкрив, що π — ще
й трансцендентне число, тобто не може бути коренем многочлена з рацiо-
нальними коефiцiєнтами. Це робило неможливою побудову квадратури
круга за допомогою тiльки лiнiйки i циркуля. Так довелося вiдмовитися
вiд розв’язання тисячолiтньої задачi, а мрiї легiону шукачiв квадратури
круга, серед яких були англiйський фiлософ Томас Гоббс i навiть Напо-
леон, пiшли прахом.

Парадокс пiци.

Загадка: спочатку квадрат, потiм коло, а наприкiнцi трикутник, що це
одним словом? (як ви знаєте по грi спочатку, пiца). Тепер до математики.

Парадокс: Що вигiднiше, 2 пiци дiаметром 30 або одна 45 см?
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Рис. 23. Парадокс пiци.

Розглянемо (рис. 23) кола дiаметром d = 30 см i d = 45 см. Площа кола
обчислюється за формулою:

S = πr2 = π

(
d

2

)2

Площа однiєї пiци дiаметром 45 см

S45 = π

(
45

2

)2

= π · 22,52 = π · 506,25 ≈ 1590,43 см2

Площа двох пiц дiаметром 30 см

S30 = π

(
30

2

)2

= π · 152 = π · 225 ≈ 706,86 см2

2 · S30 ≈ 2 · 706,86 = 1413,72 см2

У результатi:

S45 − 2 · S30 ≈ 1590,43− 1413,72 = 176,71 см2

Таким чином, одна пiца дiаметром 45 см дає на 176,71 см2 бiльше, нiж
двi пiци дiаметром 30 см. Отже, математично одна велика пiца вигiднiша
за двi меншi, незважаючи на уявну «подвiйну» порцiю.

1.7 Нескiнченнiсть простих чисел i решето Ератосфе-
на.

Нескiнченнiсть множини простих чисел Евклiд довiв таким чином:
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Припустимо, що iснує скiнченна множина простих чисел, наприклад,
p1, p2, . . . , pn, де n — це скiнченне число простих. Розглянемо число N ,
яке дорiвнює добутку всiх цих простих чисел, збiльшеному на одиницю:

N = p1 · p2 · . . . · pn + 1

Тепер розглянемо дiльники числа N . Це число не може дiлитися нi на
одне з простих p1, p2, . . . , pn, оскiльки при дiленнi на будь-яке з них зали-
шається остача 1. Отже, N або є простим числом, або дiлиться на якесь
iнше просте число, яке не входить до початкового набору p1, p2, . . . , pn.
Якщо N просте, то воно додає нове просте число до нашого набору. Якщо
ж N складене, то серед його дiльникiв повинно бути хоча б одне просте
число, яке не збiгається нi з одним iз p1, p2, . . . , pn. У будь-якому разi, це
суперечить припущенню про те, що множина простих чисел скiнченна.

Таким чином, це припущення хибне, i, отже, простих чисел нескiнчен-
но багато.

Решето Ератосфена.

Решето Ератосфена — це алгоритм знаходження всiх простих чисел
до деякого цiлого числа n, який приписують давньогрецькому матема-
тику Ератосфену Кiренському. Назва алгоритму говорить про принцип
його роботи: алгоритм здiйснює фiльтрацiю списку чисел вiд 2 до n. У
мiру проходження списку складенi числа виключаються, а простi зали-
шаються.

Для знаходження всiх простих чисел не бiльше заданого числа n, слi-
дуючи методу Ератосфена, потрiбно виконати наступнi кроки:

1. Виписати пiдряд усi цiлi числа вiд двох до n (2, 3, 4, ..., n).

2. Нехай змiнна p спочатку дорiвнює двом — першому простому числу.

3. Закреслити в списку числа вiд 2p до n, рахуючи кроками по p (це
будуть числа, кратнi p: 2p, 3p, 4p, ...).

4. Знайти перше незакреслене число в списку, бiльше нiж p, i присвоїти
значенню змiнної p це число.

5. Повторювати кроки 3 i 4, поки можливо.

Тепер усi незакресленi числа в списку — це всi простi числа вiд 2 до n.
На практицi, алгоритм можна покращити наступним чином. На кроцi № 3
числа можна закреслювати, починаючи вiдразу з числа p в квадратi, тому
що всi меншi числа, кратнi p, обов’язково мають простий дiльник менше
p, i вони вже будуть закресленi до цього часу. I, вiдповiдно, зупиняти
алгоритм можна, коли p в квадратi стане бiльше, нiж n.
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Приклад для n = 30

Запишемо натуральнi числа, починаючи вiд 2 до 30 в ряд:
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Перше число в списку, 2 — просте. Пройдемо по ряду чисел, закре-
слюючи всi числа, кратнi 2 (тобто кожне друге, починаючи з 4, тобто 22):
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Наступне незакреслене число, 3 — просте. Пройдемо по ряду чисел,
закреслюючи всi числа, кратнi 3 (тобто кожне третє, починаючи з 9, тобто
32):
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Наступне незакреслене число, 5 — просте. Пройдемо по ряду чисел,
закреслюючи всi числа, кратнi 5 (тобто кожне п’яте, починаючи з 25,
тобто 52):
2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 11 14 15 13 16 18 17 20 21 19 22 24 25 26 27 23 28 29 30

Наступне незакреслене число — 7. Його квадрат, 49, бiльший за 30,
тому на цьому роботу завершено. Усi складенi числа вже закресленi, за-
лишилися тiльки простi:

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29

1.8 Алгоритм Евклiда.
Для знаходження найбiльшого спiльного дiльника, а також для виве-

дення його найважливiших властивостей застосовується алгоритм Евклi-
да. Вiн полягає у наступному. Нехай a i b — додатнi цiлi числа. Маємо
послiдовнiсть рiвностей:

a = bq1 + r2, 0 < r2 < b,

b = r2q2 + r3, 0 < r3 < r2,

r2 = r3q3 + r4, 0 < r4 < r3,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
rn−2 = rn−1qn−1 + rn, 0 < rn < rn−1,

rn−1 = rnqn,


Послiдовнiсть закiнчується тодi, коли отримаємо деякий залишок rn+1 =

0. Це неминуче, бо ряд b, r2, r3, . . . як ряд спадних цiлих не може мiстити
бiльш нiж b додатних членiв.

Дiйсно, розглядаючи рiвностi (1), йдучи зверху вниз, переконуємось,
що спiльнi дiльники чисел a i b збiгаються зi спiльними дiльниками чисел
r2 i r3, чисел r3 i r4, . . . , чисел rn−1 i rn, зрештою, зi спiльними дiльниками
одного числа rn. Одночасно маємо
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gcd(a, b) = gcd(b, r2) = gcd(r2, r3) = . . . = gcd(rn−1, rn) = rn.

Отримуємо такi результати:
1. Сукупнiсть спiльних дiльникiв чисел a i b збiгається iз сукупнiстю

дiльникiв їхнього найбiльшого спiльного дiльника.
2. Цей найбiльший спiльний дiльник дорiвнює rn, тобто останньому

ненульовому залишку алгоритму Евклiда.
Наприклад, застосуємо алгоритм Евклiда для знаходження gcd(525, 231).

Отримуємо (допомiжнi обчислення злiва):

1) 525 |231
−462 |2 (231× 2 = 462)

63

2) 231 |63
−189 |3 (63× 3 = 189)

42

3) 63 |42
−42 |1 (42× 1 = 42)

21

4) 42 |21
−42 |2 (21× 2 = 42)

0

1) 525 = 231 · 2 + 63,

2) 231 = 63 · 3 + 42,

3) 63 = 42 · 1 + 21,

4) 42 = 21 · 2.

Останнiй додатнiй залишок дорiвнює r4 = 21. Отже, gcd(525, 231) =
21.

1.9 Евклiд i пiфагоровi трiйки.
Евклiд також розглянув задачу отримання пiфагорових трiйок — трьох

натуральних чисел, що пiдтверджують теорему Пiфагора, наприклад 3,
4, 5; 5, 12, 13 i так далi, тобто таких чисел a, b i c, для яких a2 + b2 = c2.

Ймовiрно, у Давньому Вавилонi знали метод знаходження пiфагоро-
вих трiйок, про що свiдчить вавилонська табличка, яку називають Pli-
mpton 322. У нiй мiстяться трiйки, записанi у шiстдесятковiй системi.
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(Про цю табличку та гномони ми згадували в статтi, присвяченiй Пiфа-
гору).

Цьому видатному давньогрецькому математику приписується автор-
ство методу, який дозволяє отримати цi числа, ґрунтуючись на гномонi
квадратних чисел. Квадратне число — це таке, яке можна подати у вигля-
дi n2. Для того щоб скласти пiфагорову трiйку, в якiй катет i гiпотенуза —
два послiдовних числа, гномон теж має бути квадратом, тобто 2n+1 = k2,
де k — непарне число. Отже,

n =
k2 − 1

2
, k непарне.

Так можна отримати трiйки n = k2−1
2 , k, n+1 = k2+1

2 , де k — непарне
число, що утворює такi гномони (рис. 24).

Рис. 24. Гномон непарного квадратного числа.

За допомогою таких пiдстановок можна отримати нескiнченну кiль-
кiсть пiфагорових трiйок, як показано у табл. 3, але не всi: наприклад,
тут бракує трiйки 8, 15, 17, у якiй рiзниця мiж катетом i гiпотенузою
дорiвнює двом одиницям.

Табл. 3. Пiфагоровi трiйки для непарних чисел.

a = k, де k непарне 3 5 7 9 11 13 15 . . .

b = n = k2−1
2 4 12 24 40 60 84 112 . . .

c = n+ 1 = k2+1
2 5 13 25 41 61 85 113 . . .

Платону приписують узагальнення цього методу Пiфагора. Вiн за-
пропонував перейти вiд (n − 1)2 до (n + 1)2. Для цього треба скласти
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два гномони: 2n − 1, що дозволяє перейти вiд (n − 1)2 до n2, i 2n + 1,
що дозволяє перейти вiд n2 до (n + 1)2. Усього треба додати 4n. Тобто
(n − 1)2 + 4n = (n + 1)2. Отже, n має бути квадратним числом: n = k2.
Так ми отримуємо трiйки k2 − 1, 2k i k2 +1. При k = 4 ми отримаємо вже
згадану трiйку 8, 15, 17. Це узагальнено у виглядi табл. 4 нижче.

Табл. 4. Пiфагоровi трiйки за методом Платона.

k 2 3 4 5 6 7 8 . . .

a = k2 − 1 3 8 15 24 35 48 63 . . .

b = 2k 4 6 8 10 12 14 16 . . .

c = k2 + 1 5 10 17 26 37 50 65 . . .

Наведенi таблицi (табл. 3 та 4) рiзняться: у першiй представленi вза-
ємно простi трiйки, тобто такi, якi не мають спiльного дiльника; у другiй
трiйки у стовпцях з непарним k можна подiлити на 2, i ми отримаємо
деякi значення першої таблицi. Можна сказати, що перша таблиця вклю-
чена в другу. Але чи iснує алгоритм, що дозволяє отримати всi можливi
пiфагоровi трiйки? Вiдповiдь на це питання позитивна, i дає її сам Евклiд
у лемi 1 книги X:

Iснують два квадратних числа, якi разом утворюють ще один квадрат.

Евклiд використав алгоритм

a = λ2 − µ2, b = 2λµ, c = λ2 + µ2,

де λ i µ — взаємно простi числа, що мають рiзну парнiсть. Ця умова
необхiдна для того, щоб трiйки не повторювалися i всi їхнi числа були
простими, без спiльних дiльникiв. Дiйсно, нас цiкавлять тiльки простi
трiйки, адже очевидно, що при будь-якому натуральному k натуральними
будуть 3k, 4k, 5k, бо 3, 4 i 5 — натуральнi. Усе вищесказане справедливе
для будь-якої пiфагорової трiйки a, b, c.

1.10 Коло стає квадратом.
Розглянемо рiвняння кола в стандартнiй формi:

x2 + y2 = 1 (15)

Це рiвняння описує коло радiусом 1 iз центром на початку координат,
як на рис. 25 нижче.
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Рис. 25. Коло радiусом 1 iз центром на початку координат.

Тепер почнемо зводити степенi кожного члена до квадрату, i подиви-
мося, як змiнюється графiк:

• Для степеня 4 (2 в квадратi за попереднiм показником степеня):

x4 + y4 = 1 (16)

Рис. 26. Змiна кривизни для 4-го степеня.

• Для степеня 16 (4 в квадратi за попереднiм показником степеня):

x16 + y16 = 1 (17)
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Рис. 27. Змiна кривизни для 16-го степеня.

• Для степеня 256 (16 у квадратi за попереднiм показником степеня):

x256 + y256 = 1 (18)

Рис. 28. Змiна кривизни для 256-го степеня.

Зi збiльшенням степеня рiвняння x2n+y2n = 1 описує фiгуру, яка вiзу-
ально наближається до квадрата. Це вiдбувається тому, що при великих
n значення x2n i y2n стають значними тiльки поблизу |x| = 1 i |y| = 1, що
й формує кути, характернi для квадрата.
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