
Вiд механiчного калькулятора до теорiї
монад: унiверсальний розум Лейбнiца в

iнтегруваннi свiту iдей.

***

Нова вчителька математики, запитавши клас, хто такi Ньютон i Лей-
бнiц, отримала вiдповiдь, що це сучасний гурт – дует спiвакiв, у якому
обидва ще й мають нетрадицiйну орiєнтацiю!

Вся в шоцi та сльозах, математичка бiжить до завуча i докладно роз-
повiдає про те, що сталося. Завуч, уважно вислухавши: «Ну, що Ви так
переживаєте?! Дiти не зобов’язанi знати напам’ять iмена всiх закордон-
них футболiстiв!»

У вчительки ще бiльший шок, прибiгши до директора, розповiдає йому
про те, що їй вiдповiв завуч. Директор: «Господи, ну подумаєш, переплу-
тав наш завуч голлiвудських акторiв iз футболiстами, що тут страшного!»

1.1 Нотацiя Лейбнiца: диференцiал, похiдна та iнте-
гральне числення.

Готфрiд Вiльгельм Лейбнiц (1646–1716) – один iз найвеличнiших ми-
слителiв, чия математична спадщина мала вирiшальне значення для роз-
витку науки. Народився вiн 1 липня 1646 року в Лейпцигу i став одним з
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останнiх унiверсальних генiїв – фiлософом, математиком, фiзиком, юри-
стом, iсториком та дипломатом. Його внесок у математику неможливо
переоцiнити: вiн незалежно вiд Ньютона створив математичний аналiз,
розробив бiнарну систему числення, заклав основи математичної логiки
та зробив суттєвий внесок у багато iнших галузей математики.

Як виглядав Лейбнiц? Ви можете бачити офiцiйний портрет та нео-
фiцiйний бюст, на якому немає великої перуки, що слугувала причиною
насмiшок навiть у той час. Iмовiрно, Лейбнiц носив перуку, щоб прихова-
ти кiсту на головi (рис. 1).

Рис. 1. Готфрiд Вiльгельм Лейбнiц (1646–1716)

Як особистiсть, Лейбнiц був ввiчливим i стриманим. У певному сенсi
його можна було б назвати диваком, який намагався докопатися до сутi
речей. Вважається, що йому було дуже важко налаштуватися на розмову
зi спiврозмовником. Лише небагато iнтелектуалiв того часу, у тому чи-
слi й Лейбнiц, нiколи не одружувалися; проте наш герой тим не менш
користувався успiхом у дам.

Як придворна людина, Лейбнiц завжди прагнув пiднятися якомога ви-
ще, але, не маючи пристрастi до полювання чи випивки, вiн не вписувався
у вищi кола, на якi працював. Наприкiнцi життя, коли Георг Перший з
Ганновера став королем Англiї, Лейбнiц мав вiдправитися з ним до Англiї.
Але Лейбнiц, перш нiж вирушити туди, повинен був написати iсторичну
працю, над якою вiн нiбито працював уже 30 рокiв. Якби вiн встиг допи-
сати її до своєї смертi, та йому дозволили б вiдпливти до Англiї, то тодi
у нього мiг би бути вельми цiкавий дiалог з Ньютоном.

В архiвi Лейбнiца, окрiм його паперiв та калькулятора, є ще одна рiч –
складний стiлець, який вiн брав iз собою у подорожi i яким вiн користу-
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вався також як столом у каретах, щоб продовжувати писати в дорозi.

Рис. 2. Медаль, розроблена Лей-
бнiцем, що демонструє бiнарну
систему.

Лейбнiц завжди турбувався про
свiй статус – часто пiдписувався як
Gottfried von Leibniz, хоча нiхто не
знав, звiдки взялася ця частка von.
Як ще один символ вiдзнаки за свої
вiдкриття, вiн хотiв мати медаль, яка
була б присвячена двiйковим числам
(рис. 2). Вiн розробив детальний зов-
нiшнiй вигляд, на якому був прису-
тнiй надпис omnibus ex nihilo ducendis;
sufficit unum («все може бути виведене
з нiчого; все, що потрiбно – це 1»). Але
цю медаль йому так нiхто i не зробив.

Головним математичним досягнен-
ням Лейбнiца стало створення дифе-
ренцiального та iнтегрального числен-
ня. Працюючи незалежно вiд Ньюто-
на, Лейбнiц розробив власний пiдхiд, заснований на концепцiї нескiнченно
малих величин.

Нотацiя Лейбнiца

Одним iз найвеличнiших досягнень Лейбнiца стала розробка математи-
чної нотацiї, яка використовується досi:

• dy
dx – похiдна функцiї

•
∫
f(x) dx – iнтеграл функцiї

• dny
dxn – похiдна n-го порядку

• dx, dy – диференцiали

• : – знак дiлення

• · – знак множення

Ця нотацiя виявилася настiльки вдалою, що перевершила флюксiоннi
позначення Ньютона (ẋ, ẍ) i стала стандартом у математицi.

Концепцiя диференцiала

Лейбнiц ввiв поняття диференцiала dx як нескiнченно малого приросту
змiнної x. Для функцiї y = f(x) диференцiал визначається як:

dy = f ′(x) dx (1)
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Вiн iнтерпретував диференцiал через спiввiдношення сторiн нескiн-
ченно малого трикутника, що дало змогу пов’язати локальнi властивостi
кривої з її аналiтичним виразом (рис. 3).

Рис. 3. Геометрична iнтерпретацiя диференцiала: дотична до кривої.

Похiдна функцiї в нотацiї Лейбнiца записується як:

dy

dx
= lim

∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
(2)

Правила диференцiювання Лейбнiца

Нехай u = u(x) та v = v(x) – диференцiйовнi функцiї. Тодi:

1. Правило суми: d(u+ v) = du+ dv

2. Правило добутку: d(uv) = u dv + v du

3. Правило частки: d
(
u
v

)
= v du−u dv

v2

4. Правило складної функцiї: якщо y = f(u), u = g(x), то

dy

dx
=

dy

du
· du
dx

(3)

Iнтегральне числення

Лейбнiц ввiв символ iнтеграла
∫

(стилiзована лiтера S вiд лат. summa –
сума), розумiючи iнтеграл як суму нескiнченно великого числа нескiн-
ченно малих величин: ∫

f(x) dx = F (x) + C (4)

де F ′(x) = f(x).
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Основна теорема iнтегрального числення

Якщо функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a, b] i F (x) – її первiсна, то:∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) (5)

Ця теорема встановлює фундаментальний зв’язок мiж диференцiюва-
нням та iнтегруванням.

Формула Лейбнiца: правило для похiдної добутку

Лейбнiц узагальнив правило диференцiювання добутку на похiднi вищих
порядкiв:

Для n-ї похiдної добутку двох функцiй u(x) та v(x):

(uv)(n) =

n∑
k=0

(
n

k

)
u(k)v(n−k) (6)

де
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! – бiномiальнi коефiцiєнти (рис. 4).
Для n = 2:

(uv)′′ = u′′v + 2u′v′ + uv′′ (7)

Рис. 4. Комбiнацiї – елементи трикутника Паскаля.

5



1.2 Розвиток аналiзу багатьох змiнних i кратнi iнте-
грали.

Хоча сучасний символ часткової похiдної ∂ був запроваджений пiзнi-
ше (остаточно закрiпившись у працях Карла Якобi в XIX столiттi), саме
лейбнiцiвська концепцiя диференцiала зробила можливим опис функцiй
багатьох змiнних. Лейбнiц розглядав диференцiал dz як повну змiну ве-
личини, що виникає внаслiдок нескiнченно малих змiн її аргументiв, що
стало фундаментом для всiєї подальшої математичної фiзики.

Функцiї кiлькох змiнних та частковi похiднi

Лейбнiц, який у 1692 роцi першим ввiв у математику термiн «функцiя»,
заклав пiдґрунтя для дослiдження залежностей вiд багатьох параметрiв.
У своїх роботах вiн оперував частковими приростами, хоча й позначав
їх звичайним символом d, вказуючи в контекстi, якi змiннi залишаються
сталими. Геометричну iнтерпретацiю цих операцiй як нахилу дотичних
до поверхнi у вiдповiдних напрямках наочно продемонстровано на рис. 5.

Рис. 5. Геометрична iнтерпретацiя часткових похiдних.

У сучаснiй нотацiї цi частковi похiднi мають вигляд:

∂f

∂x
= lim

∆x→0

f(x+∆x, y)− f(x, y)

∆x
,

∂f

∂y
= lim

∆y→0

f(x, y +∆y)− f(x, y)

∆y
(8)

Повний диференцiал та умова цiлiсностi

Одним iз найважливiших внескiв Лейбнiца є концепцiя повного диферен-
цiала. Вiн першим зрозумiв, що для функцiї z = f(x, y) загальна змiна
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виражається як сума часткових змiн:

dz =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy (9)

Лейбнiц також розробив критерiй «точного диференцiала», помiтивши,
що для бiльшостi фiзичних задач порядок диференцiювання не має зна-
чення:

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
(10)

Це спостереження згодом було строго доведене як теорема Шварца i стало
ключовим для розвитку термодинамiки та теорiї потенцiалу.

Кратнi iнтеграли та елементи об’єму

Лейбнiц розглядав iнтегрування як пiдсумовування (summa) нескiнчен-
ної кiлькостi нескiнченно малих елементiв. У випадку багатьох змiнних
це привело до iдеї пiдсумовування «елементiв об’єму» (f(x, y)dxdy). Про-
цес такого наближення об’єму через сумування прямокутних стовпчикiв
наочно представлено на рис. 6. Як видно з iлюстрацiї, при збiльшеннi
кiлькостi розбиттiв (n,m) дискретна сума дедалi точнiше вiдтворює ре-
альну форму поверхнi.

Рис. 6. Об’єм пiд поверхнею як границя суми елементарних стовпчикiв.

Хоча Лейбнiц зазвичай використовував один знак
∫

, логiка його чи-
слення прямо вела до сучасних подвiйних iнтегралiв:∫∫

D

f(x, y) dx dy (11)
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Повторне iнтегрування та замiна змiнних

Для обчислення площ та об’ємiв Лейбнiц та його послiдовники (зокре-
ма брати Бернуллi) використовували метод послiдовного iнтегрування за
кожною змiнною окремо. Це дозволило звести кратний iнтеграл до по-
вторного: ∫∫

D

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

[∫ d

c

f(x, y) dy

]
dx (12)

Замiна змiнних та Якобiан

Розвиток лейбнiцiвської алгебри диференцiалiв призвiв до створення у
XIX столiттi теорiї замiни змiнних у кратних iнтегралах. Ключовим еле-
ментом цього процесу є якобiан — визначник матрицi частинних похi-
дних, який описує швидкiсть змiни координат:

J(u, v) =
∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣ ∂x∂u ∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣ (13)

Як наочно продемонстровано на рис. 7, якобiан вiдiграє роль локаль-
ного коефiцiєнта трансформацiї простору.

Рис. 7. Геометричний змiст Якобiана: змiна площi елементарної комiрки
при трансформацiї координат.

Вiн показує, у скiльки разiв змiнюється площа нескiнченно малого еле-
мента при переходi вiд прямокутної сiтки (u, v) до криволiнiйної (x, y). На
наведеному прикладi початкова площа комiрки du dv = 0,04 при множен-
нi на якобiан J ≈ 1,28 дає нову площу ∆A ≈ 0,0512.
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Без урахування цього масштабувального множника обчислення iнте-
грала в новiй системi координат було б неможливим, оскiльки закон збе-
реження мiри (площi чи об’єму) був би порушений:∫∫

D

f(x, y) dx dy =

∫∫
D′

f(x(u, v), y(u, v)) · |J(u, v)| du dv (14)

Диференцiювання пiд знаком iнтеграла (Правило Лейбнiца)

Особливим досягненням вченого є формула для диференцiювання iнте-
грала, що залежить вiд параметра. Цей результат, вiдомий сьогоднi як iн-
тегральне правило Лейбнiца, пов’язує аналiз однiєї та багатьох змiн-
них. Геометрична суть цього правила (рис. 8) полягає у тому, що загальна
змiна площi пiд кривою ∆A складається з варiацiї самої функцiї та змi-
щення меж iнтегрування:

d

dt

∫ b(t)

a(t)

f(x, t) dx = f(b(t), t) · b′(t)︸ ︷︷ ︸
змiна межi b

− f(a(t), t) · a′(t)︸ ︷︷ ︸
змiна межi a

+

∫ b(t)

a(t)

∂f

∂t
dx︸ ︷︷ ︸

змiна самої функцiї

(15)

На рис. 8 наочно продемонстровано цi складовi: доданок ③ вiдповiдає
за прирiст площi через рух правої межi b(t), доданок ② — за змiну через
рух лiвої межi a(t), а центральна область ① вiдображає змiну площi вна-
слiдок вертикального змiщення самого графiка функцiї f(x, t) iз плином
часу.

Рис. 8. Геометрична iнтерпретацiя правила Лейбнiца.

Це правило продемонструвало неймовiрну гнучкiсть символiки Лей-
бнiца та дозволило розв’язувати складнi задачi механiки, де межi iнте-
грування самi є функцiями часу.
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1.3 Теорiя рядiв, π i трикутник Лейбнiца.
Лейбнiц зробив фундаментальний внесок у теорiю нескiнченних рядiв,

отримавши багато важливих результатiв. Одним iз знаменитих результа-
тiв Лейбнiца стала формула для обчислення π:

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− · · · =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
(16)

Розглянемо функцiю f(x) = 1
1+x2 . Використовуючи геометричну про-

гресiю:
1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 + · · · при |x| < 1 (17)

Iнтегруючи вiд 0 до 1:∫ 1

0

dx

1 + x2
=

∫ 1

0

(1− x2 + x4 − x6 + · · · ) dx (18)

Лiва частина дорiвнює arctan(1) = π
4 , тому

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ . . . (19)

i як наслiдок

π = 4

(
1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ . . .

)
= 4− 4

3
+

4

5
− 4

7
+ . . . (20)

На рис. 9 представлено вiзуальне порiвняння збiжностi рiзних нескiн-
ченних рядiв до числа π.

Рис. 9. Порiвняння збiжностi рядiв для обчислення π.
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Ряд Лейбнiца (на графiку позначений як Madhava-Gregory-Leibniz ) де-
монструє характерну «зигзагоподiбну» траєкторiю. Це наочно iлюструє
властивiсть знакопочережного ряду: кожна наступна часткова сума по-
чергово то перевищує точне значення π, то є меншою за нього, поступово
«затискаючи» результат у вужчий дiапазон.

Проте графiк також виявляє основний недолiк цього методу — над-
звичайно повiльну збiжнiсть. Навiть пiсля 20-ти iтерацiй (крайня нижня
точка на першому графiку) значення Sn все ще суттєво вiдхиляється вiд
цiльової позначки. Для порiвняння, методи Ньютона чи Нiлаканти набли-
жаються до π значно швидше, що стає очевидним при десятикратному
масштабуваннi (наступнi пiдграфiки), де амплiтуда коливань ряду Лей-
бнiца все ще залишається помiтною, тодi як iншi лiнiї вже зливаються з
центральною вiссю.

Хоча швидкiсть наближення до результату є низькою, сама структура
отриманого виразу вражає своєю математичною лаконiчнiстю та симе-
трiєю. Безпосереднiй вигляд формули, яку Лейбнiц використовував для
обчислення π, представлено на рис. 10. Вона демонструє, як фундамен-
тальна константа геометрiї може бути виражена через нескiнченну суму
простих дробiв з непарними знаменниками.

Рис. 10. Вiзуальне представлення ряду Лейбнiца для безпосереднього об-
числення числа π.

Цiкаво, що пошук подiбних закономiрностей триває i в наш час. Iснує
безлiч наближень i формул, якi дають наближений вираз числа Ейлера
e, числа π та iнших iррацiональних чисел. У 2012 роцi американський
математик-аматор Харлан Бразерс (Harlan J. Brothers) зумiв пов’язати
число Ейлера з трикутником Паскаля. Вiн вивiв i довiв формулу:

lim
n→∞

Sn−1Sn+1

S2
n

= e,

де Sn — добуток чисел у n-му рядку трикутника.
Ранiше, 2007 року, iнший математик-ентузiаст Джонас Толоза (Jonas

Castillo Toloza) виявив зв’язок мiж π та оберненими трикутними числа-
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ми (якi розташованi на однiй iз дiагоналей трикутника Паскаля). Трохи
згодом було знайдено елегантнiше доведення.

Трикутник Паскаля має зв’язок i з iншим добре вiдомим рядом —
гармонiйним. Цей ряд складається з нескiнченної кiлькостi гармонiк на-
турального ряду:

Hn =
1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
+ . . .

Рис. 11. Трикутник Лейбнiца.

Цей ряд можна використати для
створення iншого цiкавого трикутни-
ка, який називають гармонiчним три-
кутником Лейбнiца (рис. 6).

У цьому варiантi елементи гармо-
нiчного ряду розташовуються вздовж
двох головних дiагоналей. Усi елемен-
ти лiворуч них дорiвнюють рiзницi
дробу, розташованого зверху i право-
руч по дiагоналi та праворуч вiд еле-
мента. Праворуч — аналогiчно, тiльки
дзеркально. Наприклад, 1

30 = 1
5 − 1

6 .
Другу дiагональ у трикутнику

Лейбнiца називають телескопiчним
рядом: 1

2 ,
1
6 ,

1
12 ,

1
20 , . . . Трикутник Лей-

бнiца певною мiрою є протилежнiстю
трикутника Паскаля. Щоб отримати
число, потрiбно скласти два числа, що
стоять пiд ним, наприклад: 1

2 = 1
3 +

1
6 .

Щоб iз трикутника Лейбнiца отримати паскалiвський, потрiбно подi-
лити перший член у n-му рядку на кожен iнший у цьому самому рядку.
Наприклад, у п’ятому рядку отримаємо:

1

5

1

20

1

30

1

20

1

5

1

5
:
1

5

1

5
:
1

20

1

5
:
1

30

1

5
:
1

20

1

5
:
1

5

1 4 6 4 1

Цiкаво, що трикутник Лейбнiца був вiдомий i до нього. Iталiйський ма-
тематик П’єтро Менголi, намагаючись розв’язати проблему квадратури
кола, вивiв цей трикутник i використовував його для роботи з нескiнчен-
ними рядами та обчислення площ.
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Глибокий зв’язок мiж гармонiйним трикутником Лейбнiца та арифме-
тичним трикутником Паскаля дозволяє виявити не лише закономiрностi
в пiдсумовуваннi рядiв, а й дивовижну внутрiшню симетрiю числових
структур. Зокрема, якщо розглянути властивостi подiльностi елементiв
цих трикутникiв на рiзнi числа, виникають складнi фрактальнi вiзерунки.
На рис. 12 показаний трикутник Паскаля з елементами кратностi два(А),
три(Б), п’ять(В) i сiм(Г).

Рис. 12. Трикутник Паскаля з елементами кратностi.

Одним iз перших вагомих математичних успiхiв Лейбнiца стало знахо-
дження суми ряду обернених трикутних чисел — задачi, яку йому запро-
понував Крiстiан Гюйгенс. Лейбнiц застосував елегантний метод, вiдомий
сьогоднi як телескопiчний ефект, що базується на розкладаннi загально-
го члена ряду на рiзницю двох дробiв.

Трикутнi числа Tn представляють собою послiдовнiсть кiлькостi то-
чок, якi можна викласти у формi правильного трикутника (рис. 13). Як
видно з наведеної геометричної iнтерпретацiї, n-те трикутне число дорiв-
нює сумi перших n натуральних чисел i визначається загальною форму-
лою Tn = n(n+1)

2 .
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Ряд обернених трикутних чисел має вигляд:
∞∑

n=1

1

n(n+ 1)/2
=

2

1 · 2
+

2

2 · 3
+

2

3 · 4
+ · · · (21)

Вiн розв’язав цю задачу, помiтивши тотожнiсть:

2

n(n+ 1)
= 2

(
1

n
− 1

n+ 1

)
(22)

Завдяки цьому всi промiжнi члени ряду взаємно знищуються:

S = 2

[(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+ · · ·

]
= 2 · 1 = 2 (23)

Також Лейбнiц сформулював те, що сьогоднi вiдоме як ознака збiжно-
стi знакопочережних рядiв — тобто рядiв, у яких доданки почергово до-
даються та вiднiмаються. У загальному виглядi такий ряд записується
як:

∞∑
n=0

(−1)n · an = a0 − a1 + a2 − a3 + a4 − . . . при an ≥ 0. (24)

Рис. 13. Трикутнi числа.

Цей критерiй вперше з’явився у листi,
адресованому Йоганну Бернуллi (1667–
1748) у 1713 роцi.

Бiльшiсть тогочасних математичних
критерiїв збiжностi базувалися на знахо-
дженнi часткових сум ряду, наприклад,
для n членiв. Математики намагалися
знайти спрощений вираз, залежний вiд n,
а потiм дослiджували його поведiнку, ко-
ли число членiв прямувало до нескiнчен-
ностi. Проте не всi вченi погоджувалися з
таким пiдходом, оскiльки виникали супе-
речностi: ряди, що розбiгалися при одно-
му методi обчислення, могли давати кон-
кретний результат при застосуваннi iн-
ших пiдходiв.

Один iз головних парадоксiв того часу
був пов’язаний iз визначенням суми зна-
копочережного ряду (вiдомого як ряд Грандi), у якому an = 1 для будь-
якого n. Тобто ряд мав такий вигляд:

∞∑
n=0

(−1)n = 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + . . . (25)
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Якщо взяти парну кiлькiсть членiв, часткова сума дорiвнює 0, тодi як
при непарнiй кiлькостi членiв вона дорiвнює 1. Лейбнiц зрештою приписав
цьому ряду значення 1/2.

Просте мiркування для отримання такого результату полягає у насту-
пному: якщо ми позначимо суму ряду через S, то отримаємо самоподiбну
структуру:

S = 1− 1 + 1− 1 + . . . (26)
Звiдси:

1− S = 1− (1− 1 + 1− 1 + . . . ) = 1− 1 + 1− 1 + · · · = S (27)

Отже, 1− S = S, що дає 2S = 1, звiдки S = 1/2.
Лейбнiц також пiдкрiплював цей результат метафiзичними та iмовiр-

нiсними аргументами. Вiн вважав, що оскiльки суми 0 та 1 зустрiчаються
однаково часто, то при зупинцi у випадковому мiсцi найбiльш iмовiрним
«середнiм» значенням буде саме 1/2. Це мiркування, хоч i не було строгим
за сучасними мiрками, стало раннiм провiсником теорiї пiдсумовування
розбiжних рядiв, яку пiзнiше розвинули Ейлер та Чезаро.

Сучасна математична вiзуалiзацiя пiдтверджує цю iнтуїцiю: якщо об-
числювати середнє арифметичне всiх попереднiх часткових сум ряду, то
отриманi значення поступово стабiлiзуються навколо 0,5 (рис. 14). На гра-
фiку видно, як амплiтуда коливань середнього значення зменшується з
кожним новим членом ряду, що фактично робить суму 1/2 математично
обґрунтованою в рамках узагальнених методiв пiдсумовування.

Рис. 14. Таблиця та графiк, що iлюструють збiжнiсть середнiх арифме-
тичних часткових сум ряду Грандi до значення 0,5.
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1.4 Бiнарна система числення та механiчний кальку-
лятор.

Лейбнiц мрiяв про створення унiверсальної символiчної мови – Characteri-
stica Universalis, яка дозволила б виразити всi людськi знання i вирiшу-
вати iнтелектуальнi суперечки шляхом обчислень.

Вiн розробив iдею “числення мiркувань” (Calculus Ratiocinator) – фор-
мальної системи для механiчного виведення iстинних тверджень з базових
аксiом.

Лейбнiц створив сучасну бiнарну систему числення, усвiдомивши її
фундаментальне значення: у бiнарнiй (двiйковiй) системi використовую-
ться тiльки двi цифри: 0 i 1. Будь-яке число представляється у виглядi:

N =

n∑
i=0

ai · 2i, ai ∈ {0, 1} (28)

Представлення чисел у двiйковiй системi:

1310 = 11012 = 1 · 23 + 1 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20 (29)

2510 = 110012 = 1 · 24 + 1 · 23 + 0 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20 (30)

Також Лейбнiц розробив основи алгебри логiки, передбачивши роботи
Буля на пiвтора столiття ранiше.

Рис. 15. Таблиця двiйкових чи-
сел, рукопис Лейбнiца, 1697.

Лейбнiц бачив у бiнарнiй системi
фiлософський сенс: 0 представляє не-
буття (nihil), а 1 – Бога (єднiсть). Вiн
вважав, що все можна виразити через
цi два символи; у своїх рукописах вiн
наочно продемонстрував принцип по-
будови чисел за допомогою лише двох
символiв (рис. 15).

Лейбнiц розумiв усе значення ство-
реного ним апарата нескiнченно ма-
лих величин i прагнув розробити по-
дiбнi «числення» для iнших галузей
знань. Ще одна iдея, близька до ство-
рення єдиної системи знань, полягала
в кодуваннi логiчних властивостей.

Вiн хотiв кожнiй можливiй властивостi поставити у вiдповiднiсть про-
сте число, а тодi кожен об’єкт можна було б охарактеризувати добутком
цих простих чисел. Такий пiдхiд дозволив би показати логiчну вiдмiннiсть
мiж предметами за допомогою арифметичних операцiй. Але Лейбнiц роз-
глядав лише статичнi властивостi, i йому нiколи не спадала на думку iдея,
подiбна до нумерацiї Геделя, де числами кодуються також i операцiї.
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Рис. 16. Калькулятор Паскаля.

Попри те, що Лейбнiц не дiйшов до
iдеї унiверсальної системи керування
знаннями, вiн усе ж розумiв, що об-
числення — це передусiм механiчний
процес. Досить рано у своєму життi
вiн вирiшив створити справжнiй ме-
ханiчний калькулятор для арифмети-
чних операцiй. Частково це було зу-
мовлено тим, що Лейбнiц сам потребував такого пристрою (найкраща
мотивацiя для подiбних винаходiв). Незважаючи на його майстернiсть в
алгебрi та iн., його працi сповненi кумедних пiдрахункiв «у стовпчик» на
полях (часом iз помилками), якi збереглися для нащадкiв.

Iснували окремi приклади механiчних калькуляторiв, створених у часи
Лейбнiца, i коли вiн перебував у Парижi, без сумнiву, бачив лiчильний
калькулятор, створений Блезом Паскалем у 1642 роцi (рис. 16).

Але Лейбнiц прагнув створити унiверсальний калькулятор, який мiг
би виконувати чотири основнi арифметичнi операцiї. Йому також хотiло-
ся, щоб калькулятор був простим у використаннi — наприклад, обертання
ручки в один бiк означало б множення, а в iнший — дiлення.

У працях Лейбнiца мiститься безлiч креслень i схем цiєї машини (рис. 17).

Рис. 17. Креслення машини Лей-
бнiца.

Вiн уявляв собi, що його калькуля-
тор принесе величезну практичну ко-
ристь, i чимала частина його сподi-
вань стосувалася iдей успiшного роз-
витку бiзнесу, пов’язаного з калькуля-
тором. Але, на жаль, Лейбнiцу не вда-
лося зробити калькулятор надiйним —
далеко не завжди вiн давав правиль-
ний результат. Як i бiльшiсть подiбних
механiзмiв того часу, калькулятор був
радше складним варiантом шляхомiра (одометра). Лейбнiц зiткнувся з тi-
єю ж проблемою, що й Чарльз Беббiдж через двiстi рокiв — надзвичайно
складно змусити всi диски рухатися одночасно, коли це потрiбно.

Спочатку Лейбнiц створив дерев’яний прототип, розрахований на ро-
боту з три- або чотиризначними числами. Проте пiд час перших демон-
страцiй, зокрема перед Робертом Гуком у Лондонi 1673 року, механiзм
виявився недосконалим i пiдвiв свого творця. Це не зупинило винахiдни-
ка: вiн продовжив роботу над конструкцiєю, i вже у 1679 роцi пiдготував
опис пiд назвою «Останнi доопрацювання арифметичної машини».

Нотатки 1682 року свiдчать про те, що Лейбнiц постiйно зiткнувся
з новими технiчними викликами. Маючи готовi креслення, вiн замовив
майстрам виготовлення мiдної версiї механiзму, яка була здатна оперу-
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вати значно бiльшими числами. Прагнучи комерцiйного успiху, Лейбнiц
навiть розробив своєрiдний «маркетинговий план» та детальну iнстру-
кцiю для користувачiв.

Попри неймовiрнi зусилля, калькулятор так i не став надiйним iнстру-
ментом для масового використання. Лейбнiц присвятив цьому проєкту
понад сорок рокiв свого життя, витративши суму, що в перерахунку на
сучаснi грошi перевищує мiльйон доларiв! Сьогоднi ми можемо оцiнити
складнiсть та амбiтнiсть цього задуму завдяки збереженим (оригiнал у
Ганноверi) численним копiям — реконструкцiям його машини у провiд-
них музеях свiту (рис. 18).

Рис. 18. Реконструкцiя механiчного калькулятора Лейбнiца з Нiмецького
музею в Мюнхенi.

1.5 Комбiнаторика та витоки лiнiйної алгебри.
У 1666 роцi, у вiцi лише 20 рокiв, Лейбнiц написав свiй фундаменталь-

ний трактат «De Arte Combinatoria» («Про мистецтво комбiнаторики»).
У цiй працi вiн не лише систематизував вiдомi знання, а й висунув амбiтну
iдею: звести будь-яке людське мiркування до комбiнацiї базових понять,
подiбно до того, як складнi числа будуються з простих множникiв.
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Рис. 19. Логiко-комбiнаторна дiагра-
ма з трактату Лейбнiца.

На рис. 19 представлена знаме-
нита комбiнаторна схема Лейбнi-
ца, яка базується на арiстотелiв-
ськiй концепцiї чотирьох елемен-
тiв. У центрi ми бачимо перехрестя
"CONTRARIA"(протилежностi), що
з’єднує вогонь (Ignis), землю (Terra),
повiтря (Aer) та воду (Aqua).
Мiж ними розташованi властиво-
стi: сухiсть (Siccitass), тепло (Cali-
ditas), вологiсть (Humiditas) та хо-
лод (Frigiditas). Для Лейбнiца ця
дiаграма була не просто фiлософ-
ською схемою, а прикладом ком-
бiнаторного аналiзу. Вiн по-
значав кожну властивiсть певним
символом або числом, демонстру-
ючи, що будь-яке складне поняття (наприклад, "Вогонь") є лише "Combi-
natio"(комбiнацiєю) простiших ознак ("Тепло"+ "Сухiсть"). Цей пiдхiд
став першим кроком до його iдеї "унiверсальної характеристики"— мови,
де всi iстини можна було б обчислити математично.

Лейбнiц дав чiтке визначення основним комбiнаторним конфiгурацi-
ям, якими ми користуємося до сьогоднi:

1. Перестановки (Pn) — визначають кiлькiсть способiв впорядку-
вати n рiзних об’єктiв. Лейбнiц розглядав їх як фундаментальну змiну
порядку елементiв:

Pn = n! = 1 · 2 · 3 · · ·n (31)

2. Розмiщення (Ak
n) — впорядкованi вибiрки, де з n наявних елемен-

тiв обирається лише k, причому їхнiй порядок має значення. Це дозволяло
Лейбнiцу обчислювати кiлькiсть можливих комбiнацiй у складних систе-
мах:

Ak
n =

n!

(n− k)!
= n(n− 1) · · · (n− k + 1) (32)

3. Комбiнацiї (Ck
n або

(
n
k

)
) — невпорядкованi вибiрки k елементiв

iз множини n. На вiдмiну вiд розмiщень, тут порядок об’єктiв не має
значення. Саме цей тип комбiнацiй Лейбнiц дослiджував найретельнiше,
встановивши їхнiй глибокий зв’язок iз властивостями «арифметичного
трикутника» та бiномiальними коефiцiєнтами:

Ck
n =

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
(33)
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Хоча загальну бiномiальну теорему часто пов’язують з iм’ям Ньютона,
Лейбнiц зробив надзвичайно важливий крок уперед, розробивши муль-
тиномiальну теорему — узагальнення для пiднесення до степеня суми
довiльної кiлькостi доданкiв:

(x1 + x2 + · · ·+ xm)n =
∑

k1+k2+···+km=n

n!

k1!k2! . . . km!

m∏
i=1

xki
i (34)

Рис. 20. Тривимiрна модель кое-
фiцiєнтiв (пiрамiда Паскаля).

Це вiдкриття продемонструвало
його майстернiсть у роботi з нескiн-
ченними сумами та iндексами. Нао-
чним пiдтвердженням такої концепту-
альної глибини є перехiд вiд класично-
го плоского трикутника до об’ємних
числових структур (рис. 20).

У той час як звичайний трику-
тник Паскаля дозволяє знаходити бi-
номiальнi коефiцiєнти, його тривимiр-
не узагальнення — пiрамiда (або те-
траедр) — вiдображає розподiл коефi-
цiєнтiв для триномiальних виразiв ви-
гляду (x + y + z)n. Кожен рiвень та-
кої пiрамiди вiдповiдає певному сте-
пеню n, а розташування чисел iлю-
струє комбiнаторнi зв’язки мiж бага-
тьма змiнними одночасно, що повнi-
стю вiдповiдає iдеям Лейбнiца про унi-
версальнiсть комбiнаторних законiв.

Народження теорiї детермiнантiв

Найбiльш дивовижним є те, що Лейбнiц фактично передбачив розви-
ток матричної алгебри на 150 рокiв. У листуваннi з Лопiталем (1693) вiн
вперше описав спосiб розв’язання систем лiнiйних рiвнянь за допомогою
величин, якi ми зараз називаємо детермiнантами.

Головна новацiя Лейбнiца полягала у створеннi системи подвiйних
iндексiв. Вiн позначав коефiцiєнти не рiзними буквами, а цифрами, що
вказували на номер рiвняння та номер невiдомого (наприклад, 11, 12 за-
мiсть a, b): {

10 + 11x1 + 12x2 = 0

20 + 21x1 + 22x2 = 0
(35)

Для такої системи вiн вивiв умову сумiсностi, яка сьогоднi вiдома як
рiвнiсть детермiнанта нулю. Для системи 3 × 3 вiн фактично описав те,
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що ми зараз називаємо правилом Сарюса (рис. 21):

det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33 (36)

Рис. 21. Графiчна схема правила
Саррюса.

Лейбнiц не просто манiпулював
числами; вiн створив мову сим-
волiв, яка дозволила бачити при-
ховану структуру математичних
об’єктiв. Його iдеї в комбiнаторицi
стали базою для теорiї ймовiрно-
стей, а впровадження iндексної но-
тацiї — фундаментом сучасної лi-
нiйної алгебри та тензорного чи-
слення. Таким чином, вiн перетво-
рив математику з набору обчислю-
вальних технiк на унiверсальну си-
стему формальної логiки. Його пророча вiзiя про те, що будь-яку iн-
телектуальну суперечку можна буде розв’язати фразою «обчислимо!»
(Calculemus), заклала концептуальний фундамент для розвитку сучасної
комп’ютерної науки та штучного iнтелекту.

1.6 Теорiя чисел, диференцiальнi рiвняння, катенарiя
та брахiстохрона.

Внесок Лейбнiца в теорiю чисел часто залишається в тiнi його дося-
гнень в аналiзi, проте його рукописи свiдчать про глибоке розумiння стру-
ктури чисел. Вiн розглядав простi числа як «алфавiт людських думок»
у контекстi своєї комбiнаторної логiки.

Лейбнiц i мала теорема Ферма

Як i бiльшiсть своїх вiдкриттiв, П’єр Ферма сформулював малу теорему
без доведення. Саме Лейбнiц близько 1683 року став першим, хто знайшов
її строге доведення (використовуючи математичну iндукцiю та бiномiаль-
нi коефiцiєнти), хоча цей результат було виявлено в його паперах лише
пiсля смертi.

Мала теорема Ферма: Якщо p — просте число i a не дiлиться на p, то:

ap−1 ≡ 1 (mod p) (37)

Також Лейбнiц детально аналiзував вiдому ще з часiв античностi фор-
мулу Евклiда n = 2p−1(2p−1), яка пов’язує досконалi числа з особливими
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простими числами виду 2p−1. Завдяки своєму захопленню двiйковою си-
стемою, вiн бачив у цiй структурi глибокий порядок, який згодом, уже у
XVIII столiттi, був остаточно доведений та доповнений Леонардом Ейле-
ром.

Задача про брахiстохрону та ланцюгова лiнiя

Лейбнiц був серед небагатьох вчених (разом iз Ньютоном та братами Бер-
нуллi), хто змiг розв’язати задачу про брахiстохрону — криву найшвидшо-
го спуску мiж двома точками. Використовуючи свiй новий метод аналiзу,
вiн довiв, що такою кривою є циклоїда. Це вiдкриття фактично заклало
пiдвалини варiацiйного числення.

Одним iз найяскравiших трiумфiв Лейбнiца стало розв’язання задачi
про «ланцюгову лiнiю» (catenaria) — форму, яку набуває гнучка однорi-
дна нитка пiд дiєю власної ваги (рис. 22а). У 1691 роцi вiн показав, що ця
крива не є параболою, як вважав Галiлей, а описується через експоненцi-
альнi функцiї:

y = a cosh
(x
a

)
=

a

2

(
ex/a + e−x/a

)
(38)

Графiчний аналiз цiєї кривої при рiзних параметрах (рис. 22б) демон-
струє, як змiнюється її «крутизна» залежно вiд натягу.

а) Фiзична модель
б) Математичне моделювання

Рис. 22. Ланцюгова лiнiя: порiвняння фiзичної форми пiдвiшеного лан-
цюга та сiмейства графiкiв функцiї гiперболiчного косинуса.

Диференцiальнi рiвняння: вiд теорiї до практики

Лейбнiц не лише запровадив сам термiн «диференцiальне рiвняння» (1676),
а й розробив основнi методи їх розв’язання, зокрема метод роздiлення
змiнних. Для рiвняння виду dy

dx = f(x)g(y) вiн запропонував елегантний
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алгоритм, яким ми користуємося досi:∫
dy

g(y)
=

∫
f(x) dx+ C (39)

Розглянемо фундаментальне рiвняння природного росту dy
dx = ky, де

k — стала. Використовуючи пiдхiд Лейбнiца, роздiлимо змiннi:

dy

y
= k dx (40)

Пiсля iнтегрування обох частин отримуємо логарифмiчну залежнiсть:

ln |y| = kx+ C =⇒ y = ekx+C (41)

Остаточний розв’язок набуває вигляду y = Aekx (де A = ±eC). Ця мо-
дель стала базовою для опису процесiв радiоактивного розпаду, приросту
населення та складних вiдсоткiв у фiнансах.

Графiчна iнтерпретацiя цього розв’язку (рис. 23) наочно демонструє
вплив параметра k на динамiку процесу. При k > 0 ми спостерiгаємо
експоненцiальний рiст, де швидкiсть збiльшення величини пропорцiйна її
поточному значенню, що характерно для популяцiйної бiологiї. Навпаки,
при k < 0 крива вiдображає процес згасання або розпаду, де величина
асимптотично наближається до нуля (y = 0), що є математичною основою
закону радiоактивного розпаду.

Рис. 23. Порiвняння моделей експоненцiального росту (лiворуч, k > 0)
та експоненцiального розпаду (праворуч, k < 0) як графiчних розв’язкiв
диференцiального рiвняння Лейбнiца.
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1.7 Чисельнi методи i геометричнi перетворення.
Лейбнiц розглядав математику як унiверсальну мову, де дискретне

(числа) та неперервне (геометрiя) об’єднуються через аналiз. Його працi
в цих галузях заклали фундамент для сучасного чисельного аналiзу, а
розробленi ним принципи геометричних перетворень стали провiсниками
диференцiальної геометрiї.

Метод скiнченних рiзниць та iнтерполяцiя

Лейбнiц був одним iз пiонерiв числення скiнченних рiзниць. Вiн бачив у
символi рiзницi ∆ дискретний аналог свого диференцiала d. Це дозволило
йому розробити методи чисельного розв’язування рiвнянь, коли точний
аналiтичний розв’язок був неможливим. Процес послiдовного знаходже-
ння таких рiзниць зручно представляти у виглядi таблицi (рис. 24).

Рис. 24. Схема побудови скiнченних рiзниць.

На схемi чiтко видно, як рiзницi вищих порядкiв (наприклад, ∆2y чи
∆3y) виникають як результат повторного застосування операцiї вiднiма-
ння до попереднiх значень.

Скiнченна рiзниця першого порядку для функцiї f(x) визначається
як:

∆f(x) = f(x+ h)− f(x) (42)

Лейбнiц помiтив глибоку аналогiю мiж пiднесенням бiнома до степе-
ня та взяттям рiзницi n-го порядку. На рис. 24 можна помiтити, що для
певних функцiй (полiномiв) рiзницi високого порядку стають константа-
ми (як-от ∆3y = 6) або перетворюються на нуль, що є ключовим для
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iнтерполяцiї:

∆nf(x) =

n∑
k=0

(−1)n−k

(
n

k

)
f(x+ kh) (43)

Квадратурнi формули та чисельне iнтегрування

Лейбнiц присвятив багато часу проблемi «квадратури» — обчисленню
площ пiд кривими. Вiн розумiв, що визначений iнтеграл є границею суми
площ елементарних прямокутникiв або трапецiй. Геометрична сутнiсть
цього пiдходу полягає у замiнi криволiнiйної фiгури сукупнiстю прямо-
лiнiйних трапецiй (рис. 25), що дозволяє звести складне iнтегрування до
простого алгебраїчного пiдсумовування.

Рис. 25. Геометрична iнтерпретацiя та формула методу трапецiй для на-
ближеного обчислення iнтеграла.

Хоча формули, що сьогоднi носять iмена Сiмпсона чи Котеса, були
остаточно формалiзованi пiзнiше, Лейбнiц розробив загальний пiдхiд до
дискретного пiдсумовування, який лiг у їхню основу. Зокрема, вiн вико-
ристовував лiнiйну апроксимацiю, яка веде до формули трапецiй:∫ b

a

f(x) dx ≈ h

2

[
f(x0) + 2

n−1∑
i=1

f(xi) + f(xn)

]
(44)

де h = b−a
n — крок розбиття iнтервалу. Його прагнення до точностi обчи-

слень згодом привело математику до створення параболiчної апроксима-
цiї (метод Сiмпсона), що базується на врахуваннi кривизни функцiї.
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Геометричнi перетворення та аналiтична теорiя кривих

Лейбнiц прагнув створити алгебру для геометричних операцiй. Вiн роз-
глядав перетворення простору як особливi функцiї. Сьогоднi ми запису-
ємо цi операцiї через матрицi, iдея яких (через детермiнанти) також на-
лежить Лейбнiцу. Наприклад, поворот точки навколо початку координат
на кут θ: (

x′

y′

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
x
y

)
(45)

Дослiджуючи диференцiальнi властивостi кривих, Лейбнiц розвинув
аналiтичну теорiю еволют — геометричних мiсць центрiв кривизни да-
ної лiнiї. Тiсно пов’язаним iз цим є поняття евольвенти (розгортки) —
кривої, що описується кiнцем натягнутої нитки, яка розгортається з iн-
шої кривої. Лейбнiц першим вивiв загальнi формули для знаходження
еволюти, використовуючи свiй апарат диференцiалiв вищих порядкiв.

Цi дослiдження мали колосальне практичне значення для iнженерiї.
Лейбнiц довiв, що використання евольвентних профiлiв для зубцiв шесте-
рень дозволяє механiзмам працювати з мiнiмальним тертям та забезпечує
рiвномiрну кутову швидкiсть. Це вiдкриття вiн безпосередньо застосував
при конструюваннi свого механiчного калькулятора, де точнiсть взаємо-
дiї колiс «ступiнчастого валика» була критично важливою для надiйностi
обчислень.

Особливу увагу вiн придiляв порiвняльному аналiзу рiзних типiв спi-
ралей (рис. 26). На вiдмiну вiд спiралi Архiмеда (r = aθ), де вiдстань мiж
витками залишається сталою, Лейбнiца найбiльше захоплювала логари-
фмiчна спiраль (r = aebθ).

Рис. 26. Порiвняння спiралi Архiмеда та логарифмiчної.
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Як видно на рис. 26, логарифмiчна спiраль розширюється експоненцi-
ально, при цьому вона має унiкальну властивiсть — самоподiбнiсть. Це
означає, що при масштабуваннi або поворотi крива iдеально вiдтворює
власну форму.

Для Лейбнiца це мало не лише математичне значення, а й глибокий
метафiзичний змiст: згiдно з його монадологiєю, кожна одиниця буття
вiдображає в собi структуру всього Всесвiту.

1.8 Топологiя, аналiз та метафiзичнi основи матема-
тики.

Прагнення знайти цей глобальний лад привело вченого до створення
«унiверсальної характеристики» (Characteristica Universalis) — символi-
чної мови, здатної формалiзувати будь-яку людську думку. Саме цi фiло-
софськi пошуки визначили внутрiшню структуру створеного ним аналiзу
та топологiї. Ця масштабна концепцiя, яку часто називають «мрiєю Лей-
бнiца», поєднувала в собi побудову унiверсального алфавiту понять та
механiзм логiчного виведення iстини — Calculus Ratiocinator (рис. 27).

Рис. 27. Концептуальна схема «мрiї Лейбнiца».
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Принципи достатньої пiдстави та неперервностi

В основi наукового методу Лейбнiца лежать два фундаментальнi закони.
Перший — принцип достатньої пiдстави (Principium rationis suffici-
entis) — стверджує, що кожне iстинне твердження повинно мати логiчне
доведення. Другий закон — принцип неперервностi — зафiксований у
афоризмi «Natura non facit saltus» (Природа не робить стрибкiв).

Лейбнiц вважав, що перехiд вiд скiнченного до нескiнченного вiдбу-
вається плавно. Хоча сучасне строге визначення неперервностi через ε-δ
з’явилося пiзнiше, воно є прямою формалiзацiєю iнтуїцiї Лейбнiца:

∀ε > 0 ∃δ > 0 : |x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε (46)

x

y

f(x)

2ε
f(x0)

2δ

x0

Рис. 28. Геометрична iлюстрацiя ε-δ
визначення неперервностi.

Геометрично цей принцип мо-
жна проiлюструвати за допомогою
поняття околiв (рис. 28). Суть та-
кого пiдходу полягає у тому, що
для будь-якого заданого коридо-
ру по вертикалi (висотою 2ε) нав-
коло значення f(x0) завжди мо-
жна знайти вiдповiдний коридор
по горизонталi (шириною 2δ) нав-
коло точки x0. У межах цього «вi-
кна» графiк функцiї проходить не-
перервно, не виходячи за його ме-
жi та не роблячи рiзких стрибкiв,
що повнiстю вiдповiдає лейбнiцiв-
ськiй концепцiї плавностi приро-
дних процесiв.

Analysis Situs та витоки топологiї

Лейбнiц був незадоволений тим, що геометрiя його часу була надто прив’я-
зана до чисел. Вiн висунув iдею Analysis Situs (аналiзу положення) —
математики, яка вивчає не розмiри фiгур, а їхню зв’язнiсть та взаєм-
не розташування. У листуваннi з Гюйгенсом (1679) вiн описував це як
«геометрiю без чисел». Ця вiзiя пiзнiше надихнула Леонарда Ейлера на
розв’язання задачi про Кенiгсберзькi мости, що стало початком теорiї
графiв та топологiї.

Трансцендентнi функцiї та нескiнченнi процеси

Лейбнiц запровадив термiн «трансцендентнi функцiї» для об’єктiв, що
виходять за межi алгебри (ex, lnx, sinx). Вiн бачив у них прояв нескiн-
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ченностi, яку можна осягнути через нескiнченнi ряди:

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
, lnx =

∫ x

1

dt

t
(47)

Дискусiї з Йоганном Бернуллi про природу логарифмiв стали пiдґрунтям
для появи пiзнiшої формули Ейлера eix = cosx+ i sinx.

Iзопериметрична проблема та гармонiя форм

Лейбнiц глибоко дослiджував iзопериметричну проблему: визначення фор-
ми замкненої лiнiї, що охоплює максимальну площу при заданому периме-
трi L. Вiн довiв, що в плоскому випадку такою iдеальною фiгурою є коло.
Його мiркування базувалися на принципах симетрiї та неперервностi, якi
вiн вважав основою божественного задуму Всесвiту.

а) Порiвняння площ фiгур б) Оптимальнiсть кола

Рис. 29. Iзопериметрична нерiвнiсть: демонстрацiя того, що серед усiх
замкнених кривих заданої довжини коло має найбiльшу площу.

Вiзуальне порiвняння рiзних геометричних структур (рис. 29а) наочно
демонструє, що при однаковiй довжинi межi саме коло забезпечує макси-
мальну внутрiшню площу (рис. 29б). Математично цей iдеальний макси-
мум виражається через iзопериметричну нерiвнiсть, де граничне значення
площi становить:

Smax =
L2

4π
(48)
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Основи варiацiйного числення та задача про брахiстохрону

Лейбнiц був одним iз перших, хто iнтуїтивно вiдчув, що процеси в приро-
дi пiдпорядковуються законам оптимiзацiї. Його розв’язання задачi про
брахiстохрону (криву найшвидшого спуску, про яку ми згадали ранiше)
у 1696 роцi стало фактичним днем народження варiацiйного числення. Це
роздiл математики, що займається пошуком екстремумiв функцiоналiв —
величин, якi залежать вiд вибору цiлої функцiї (кривої):

J [y] =

∫ b

a

F (x, y, y′) dx (49)

Хоча формальне «рiвняння Ейлера—Лагранжа» з’явилося пiзнiше, воно
стало прямим результатом розвитку лейбнiцiвського методу варiацiї фор-
ми кривої через нескiнченно малi прирости.

Механiка, «Жива сила» та принцип найменшої дiї

Рис. 30. Схема динамiчного ба-
лансу мiж потенцiйною енергiєю
та «живою силою» Лейбнiца.

Фiлософiя Лейбнiца про активнiсть
матерiї призвела до революцiї в меха-
нiцi. Вiн довiв, що в iзольованих си-
стемах зберiгається не кiлькiсть ру-
ху (mv), а «жива сила» (vis viva) —
mv2, що стала прообразом кiнетичної
енергiї. Цей фундаментальний закон
збереження повної енергiї (T + V =
E), динамiку якого наочно iлюструє
рух маятника (рис. 30), став для вче-
ного фiзичним вiдображенням незни-
щенностi та внутрiшньої сили монади.

Переконання Лейбнiца в тому, що
наш свiт є «кращим iз усiх можливих»,
знайшло своє найвище наукове вира-
ження в Принципi найменшої дiї. Вiн вважав, що Бог створив приро-
ду такою, щоб вона завжди дiяла найбiльш ефективним шляхом, мiнiмi-
зуючи «зусилля» (S). Ця пророча iдея, математично розвинена пiзнiше
Лагранжем та Гамiльтоном, сьогоднi є центральним законом усiєї теоре-
тичної фiзики:

S =

∫ t2

t1

(T − V ) dt → min (50)

Даний принцип став мiстком мiж класичною механiкою та сучасною кван-
товою теорiєю поля, пiдтверджуючи здогадку Лейбнiца про унiверсальну
оптимiзацiю Всесвiту.
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Монадологiя та метафiзична точка

Завершальним етапом iнтегрування iдей Лейбнiца стала його теорiя мо-
над — простих, неподiльних субстанцiй, якi є «живими дзеркалами» всьо-
го Всесвiту. Математичним аналогом монади є точка: об’єкт, що не має
фiзичної протяжностi, але має положення, силу та внутрiшню iнтенсив-
нiсть. Це бачення стало ключем до його розумiння аналiзу: так само як
свiт складається з монад, будь-яка неперервна крива сприймалася Лей-
бнiцем як «summa» — сума нескiнченної кiлькостi нескiнченно малих пря-
молiнiйних вiдрiзкiв.

Дивовижним сучасним втiленням цiєї фiлософiї є фрактальнi стру-
ктури (рис. 31), де кожна найменша частина малюнка iдентична за своєю
складнiстю цiлому об’єкту. Ця математична самоподiбнiсть є прямою iлю-
страцiєю лейбнiцiвської вiзiї Всесвiту, у якому нескiнченнiсть прихована
в кожнiй точцi буття. Таким чином, його математика стала величною
спробою описати складнiсть неперервного свiту через гармонiю його най-
простiших елементiв.

Рис. 31. Фрактальна самоподiбнiсть:
кожна частина вiдображає цiле.

Математична спадщина Готфрi-
да Вiльгельма Лейбнiца — це не
просто зiбрання теорем i формул,
а цiлiсна архiтектура людського
мислення. Пройшовши шлях вiд
створення механiчного калькуля-
тора до розробки теорiї монад, вiн
довiв, що свiт iдей i свiт мате-
рiї пiдпорядкованi єдиним законам
логiчної гармонiї. Його прагнен-
ня до «унiверсальної характери-
стики» не було лише мрiєю — во-
но втiлилося в бiнарному кодi, що
став мовою нашої цифрової цивi-
лiзацiї, та в апаратi математично-
го аналiзу, яким сьогоднi описанi
фундаментальнi закони фiзики.

Лейбнiц навчив людство бачи-
ти нескiнченнiсть у малому та цiлiснiсть у розрiзненому. У словах самого
вченого: «Cum Deus calculat, fit mundus» (Коли Бог обчислює — вини-
кає свiт). Ця глибока iстина про математичну природу буття залишає-
ться актуальною й сьогоднi: вiд алгоритмiв штучного iнтелекту до до-
слiдження структури простору-часу, ми продовжуємо обчислювати свiт,
крокуючи шляхом, який три столiття тому проклав унiверсальний розум
Лейбнiца.

31


	1 Від механічного калькулятора до теорії монад: універсальний розум Лейбніца в інтегруванні світу ідей.
	1.1 Нотація Лейбніца: диференціал, похідна та інтегральне числення.
	1.2 Розвиток аналізу багатьох змінних і кратні інтеграли.
	1.3 Теорія рядів,  і трикутник Лейбніца.
	1.4 Бінарна система числення та механічний калькулятор.
	1.5 Комбінаторика та витоки лінійної алгебри.
	1.6 Теорія чисел, диференціальні рівняння, катенарія та брахістохрона.
	1.7 Чисельні методи і геометричні перетворення.
	1.8 Топологія, аналіз та метафізичні основи математики.


