
Британський батько математичного аналiзу:
бiном Ньютона, гравiтацiйна взаємодiя i

дисперсiя свiтла.

***

У раю Архiмед, Паскаль та Ньютон грають у хованки. Архiмед водить
i починає рахувати. Паскаль тiкає за обрiй, а Ньютон озирається, бере
палицю, малює навколо себе квадрат зi стороною 1 метр i стає всередину
квадрата. Архiмед закiнчує рахувати, розплющує очi i бачить Ньютона:

– Я бачу Ньютона!
– Е, нi! Ньютон на квадратний метр – це Паскаль! – вiдповiв той.

1.1 Проникливий погляд у глибини знань: спираю-
чись на роботи титанiв.

“Якщо я бачив далi за iнших, то лише тому, що стояв на плечах
гiгантiв” – так сказав Iсаак Ньютон – найвидатнiший математик, фiзик
та астроном, чиї вiдкриття визначили розвиток науки на столiття вперед.
Iсаак Ньютон народився 25 грудня 1642 року в селi Вулсторп, графство
Лiнкольншир, Англiя. Вiн став одним iз найвидатнiших учених в iсторiї
людства, заклавши основи класичної механiки, оптики та математичного
аналiзу.
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Рис. 1. Сер Iсаак Ньютон (1642–1727)

Рис. 2. Титульна сторiнка «Начал»
Ньютона.

У своїй головнiй працi “Мате-
матичнi начала натуральної фiло-
софiї” (Philosophi� Naturalis Princi-
pia Mathematica, 1687) вiн оприлю-
днив закони руху та закон всесвi-
тнього тяжiння, що сформували на-
укову точку зору аж до появи за-
гальної теорiї вiдносностi.

Ньютон використав свiй матема-
тичний опис гравiтацiї для строго-
го виведення емпiричних кеплерiв-
ських законiв руху планет, а також
для побудови наукової теорiї при-
пливiв, прецесiї рiвнодення та iн-
ших явищ. Праця Ньютона усунула
будь-якi сумнiви в гелiоцентрично-
стi Сонячної системи та продемон-
струвала, що рух об’єктiв на Зем-
лi та небесних тiл можна поясни-
ти одними й тими самими фiзични-
ми принципами. Висновок Ньютона
про те, що Земля є сплюснутим сфероїдом, згодом був пiдтверджений гео-
дезичними вимiрюваннями, що переконали бiльшiсть європейських уче-
них у перевазi ньютонiвської механiки над ранiшими системами.
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Рис. 3. Телескоп Ньютона.

Ньютон побудував перший пра-
ктичний телескоп-рефлектор i роз-
робив теорiю кольору, засновану на
спостереженнi, що призма роздiляє
бiле свiтло на кольори видимого спе-
ктра, тим самим заклавши основи
сучасної фiзичної оптики. Його пра-
цi про свiтло були зiбранi в книзi
«Оптика», опублiкованiй у 1704 ро-
цi.

У математицi Ньютон розробив
диференцiальне та iнтегральне чи-
слення, потужний обчислювальний
метод знаходження коренiв, класи-
фiкував бiльшiсть кубiчних алге-
браїчних кривих, просунув теорiю степеневих рядiв, узагальнив бiномi-
альну теорему на нецiлi показники.

Останнi три десятилiття свого життя в Лондонi, служачи наглядачем
(1696–1699), а потiм керуючим (1699–1727) Королiвського монетного дво-
ру, Ньютон суттєво покращив монетну систему Англiї.

1.2 Метод флюксiй i флюент: основнi поняття та пра-
вила, пряма й обернена задача.

Ньютон розробив свiй метод числення в 1665–1666 роках, пiд час “ди-
вовижних рокiв” (anni mirabiles), коли вiн переховувався вiд чуми у Вул-
сторпi. Центральними поняттями його пiдходу стали флюксiї та флюенти.

Флюента (fluent) – змiнна величина, що змiнюється в часi. Познача-
ється лiтерами x, y, z.

Флюксiя (fluxion) – швидкiсть змiни флюенти. Позначається _x, _y, _z.
У сучасних позначеннях флюксiя вiдповiдає похiднiй за часом:

_x =
dx

dt
(1)

Ньютон сформулював пряму й обернену задачi:

• За даною залежнiстю мiж флюентами знайти спiввiдношення мiж
їхнiми флюксiями.

• I навпаки, за даним спiввiдношенням мiж флюксiями знайти зале-
жнiсть мiж флюентами.

Для флюент x i y Ньютон вивiв основнi правила для обчислення флю-
ксiй:
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1. Флюксiя суми: _x+ y = _x+ _y

2. Флюксiя добутку: _xy = _xy + x _y

3. Флюксiя частки: _�u
v

�
= _uv�u _v

v2

Також вiн увiв поняття флюксiй другого та вищих порядкiв:

�x = флюксiя другого порядку (2)
...
x = флюксiя третього порядку (3)

У сучасних позначеннях:

�x =
d2x

dt2
;

...
x =

d3x

dt3
(4)

Обернена задача – знаходження флюенти за заданою флюксiєю – при-
вела Ньютона до методу квадратур (iнтегрування).

Якщо _y = f(x) _x, то флюента y знаходиться операцiєю квадратури:

y =

Z
f(x) dx (5)

Знайти флюенту, якщо _y = x2 _x.
Квадратура дає:

y =

Z
x2 dx =

x3

3
+ C (6)

На рис. 4 показано формулу Ньютона-Лейбнiца, а нижче посилання
на анiмацiю з її вiзуалiзацiєю: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/
commons/2/2f/Fundamental_theorem_of_calculus_%28animation%29.gif

Рис. 4. Площа криволiнiйної трапецiї.
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Ньютон склав таблицю основних квадратур:Z
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C; n 6= �1 (7)Z

dx

x
= ln jxj+ C (8)Z

sinx dx = � cosx+ C (9)Z
cosx dx = sinx+ C (10)Z
dx

1 + x2
= arctanx+ C (11)

1.3 Революцiйний бiном Ньютона й узагальнення бi-
номiальної теореми.

Бiномiальна формула для цiлих додатних показникiв була вiдома ма-
тематикам задовго до Ньютона. Ще в XI столiттi перський поет i вчений
Омар Хайям дослiджував бiномiальнi коефiцiєнти, а в Європi Блез Па-
скаль у 1654 роцi систематизував цi знання у виглядi свого знаменитого
трикутника (рис. 5).

Рис. 5. Трикутник бiномiальних коефiцiєнтiв.

Класична бiномiальна теорема для натуральних показникiв стверджує,
що (1 + x)n =

Pn
k=0

�
n
k

�
xk, де бiномiальнi коефiцiєнти

�
n
k

�
= n!

k!(n�k)! утво-
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рюють рядки цього трикутника. Для цiлого n цей розклад є скiнченною
сумою з n+ 1 доданкiв, а бiномiальнi коефiцiєнти задовольняють спiввiд-
ношенню

�
n
k

�
=
�
n�1
k�1

�
+
�
n�1
k

�
. На рис. 6 – вiзуалiзацiя бiному для перших

цiлих показникiв.

Рис. 6. Вiзуалiзацiя бiному Ньютона.

Ньютон у молодi роки добре знав цю теорему i активно використову-
вав її у своїх дослiдженнях, але його генiй полягав не в переосмисленнi
вiдомого, а в смiливому кроцi за межi – узагальненнi формули на випадок
нецiлих i навiть вiд’ємних показникiв.

Для будь-якого дiйсного числа � i jxj < 1:

(1 + x)� = 1 + �x+
�(�� 1)

2!
x2 +

�(�� 1)(�� 2)

3!
x3 + � � � (12)

Або в загальному виглядi:

(1 + x)� =

1X
k=0

�
�

k

�
xk (13)

де узагальнений бiномiальний коефiцiєнт:�
�

k

�
=
�(�� 1)(�� 2) � � � (�� k + 1)

k!
(14)

При � = �1:

1

1 + x
= 1� x+ x2 � x3 + x4 � � � � =

1X
k=0

(�1)kxk (15)
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При � = 1
2 :

p
1 + x = 1 +

x

2
� x2

8
+
x3

16
� 5x4

128
+ � � � (16)

При � = � 1
2 :

1p
1 + x

= 1� x

2
+

3x2

8
� 5x3

16
+

35x4

128
� � � � (17)

Бiномiальна теорема дозволила Ньютону обчислювати коренi, логари-
фми та трансцендентнi функцiї. Наприклад, обчислення

p
2:

p
2 =
p

1 + 1 = 1 +
1

2
� 1

8
+

1

16
� 5

128
+ � � � � 1:414 (18)

Обчислення � через площу чвертi одиничного кола (рис. 7):

x2 + y2 = 1 ) y =
p

1 + x2 а також
Z 1

0

dx

1 + x2
= arctan(1) =

�

4
(19)

Застосовуючи бiномiальне розкладання (1+x2)�1 = 1�x2+x4�x6+� � �
та iнтегруючи почленно, отримуємо:

�

4
= 1� 1

3
+

1

5
� 1

7
+

1

9
� � � � =

1X
n=0

(�1)n

2n+ 1
(20)

x

y

45

(1; 0)

(0; 1)

�
1√
2
; 1√

2

�

Рис. 7. Креслення для обчислення �=4.
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1.4 Обчислення числа π з неймовiрною точнiстю.
Майже таким, але дещо модифiкованим способом Iсаак Ньютон у 1666

роцi (у вiцi 24 рокiв) обчислив значення � з точнiстю до 16 десяткових
знакiв вручну, використовуючи комбiнацiю геометрiї, iнтегрального чи-
слення та бiномiального розкладу в ряд. Це було революцiйним, бо попе-
реднi методи (наприклад, Архiмеда з вписаними/описаними багатокутни-
ками) давали лише кiлька знакiв. Ньютон описав свiй метод у трактатi
De Analysi per Aequationes Numero Terminorum Infinitas (1669).

Серiя сходилася повiльно в простих формулах, тому вiн використав
хитру геометричну конструкцiю для прискорення. Побудувавши пiвколо
радiуса 1=2 з центром у точцi (1=2; 0), Ньютон вiд точки (1=4; 0) провiв
вертикальну лiнiю, яка перетнула коло в точцi B(1=4;

p
3=4), що утворило

трикутник ABC типу 30–60–90.

x

y

A(0; 0) C(1; 0)1=4

B(1=4;
p

3=4)

1=2

M

r = 1=260

Рис. 8. Геометрична конструкцiя Ньютона для обчислення �.

Звiдси випливає рiвняння:

�

24
= M +

p
3

32
(21)

де M – площа перехресної областi пiд пiвколом вiд x = 0 до x = 1=4
(затiнена область). Розв’язуючи щодо �:

� = 24M +
3
p

3

4
(22)

Тут 3
p

3
4 � 1;299038105676658 – точне значення, яке легко обчислити.
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